第 一 章 
不 分 明子 集 论 初步 


本 章 的 主要 目 在 于 明确 不 分 明子 集 的 定义 以 及 为 处 理 不 
分 明 概率 所 必要 的 与 不 分 明 集合 有 关 的 事项 。 在 这 里 ， 把 不 
分 明 集 看 成 经 典 集合 的 特征 函数 的 一 般 化 ， 并 从 这 个 观点 来 
氢 述 不 分 明 集 合 和 它 与 经 典 集合 间 的 联系 。 

这 一 章 是 预备 性 的 ， 但 却 是 重要 的 。 如 果 读 者 已 学 过 不 
分 明 数 学 或 类 似 的 内 容 ， 则 本 章 可 以 不 读 而 直接 阅读 第 二 
章 .。 


$1 经 典 集 合 


在 数学 中 ， 我 们 常常 需要 去 研究 具有 某 些 特 定性 质 的 对 
人 这 样 定义 了 的 任何 对 象 的 总 体 ， 我 们 称 它 为 集 

， 每 一 个 属于 这 种 集合 的 对 象 ， 则 称 为 集合 的 一 个 元 素 。 

集合 的 元 素 可 以 是 任意 种 类 的 对 象 ， 点 ， 数 ， 函数 ， 事 
件 ， 人 等 等 。 例 如 (1) 一 切 有 理 数 组 成 的 集合 ; (2) 在 给 定 
平面 上 全 体 的 点 组 成 的 集合 ; (3) 1984 年 毕业 的 大 学 生 组 成 
的 集合 (4》 西 安 市 三 路 公共 汽车 全 体 组 成 的 集合 。 

oe dea 
的 元 素 。 我 们 可 以 判定 该 元 素 属 于 这 个 集合 ， 还 是 不 属于 这 
个 集合 。 二 者 必 居 其 一 ， ee 
给 定 的 一 个 数 2 ， 因 为 它 是 无 理 数 ， 所 以 它 > 不 是 由 (1) 所 
给 定 集合 的 元 素 。 


在 实际 工作 中 ， 为 了 研究 问题 的 方便 ， 总 是 把 议题 局 限 
在 某 一 个 苑 围 内 , 这 个 范围 我 们 常 称 其 为 “ 论 域 ? .显然 论 域 也 
一 个 集合 。 论 域 我 们 常用 大 写字 母 ZX，U，9， 了 等 来 玫 
示 。 而 其 中 元 素 常 用 小 写字 母 c， 罗 xx，y，… 来 表示 。 

给 定 一 个 论 域 X，X 中 某 一 部 分 元 素 的 全 体 ， 叫 做 及 的 
一 个 子 集 或 中 的 一 个 集合 。 换 名 话说 ， 假 如 有 两 个 集合 X 
和 4，4 中 的 每 一 个 元 素 属 于 X， 则 称 4 是 X 的 一 个 子 集 。 
且 记 为 
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ACX 或 和 一 4 
当 4 仅 含 一 个 元 素 * 时 ， 我 们 用 记号 xE 久 来 表示 x 属于 
XX。 而 元 素 y 不 属于 XX 时， 我 们 记 作 
yEX (或 y EX)。 
以 表示 空 集 ，X 表示 全 集 ( 论 域 )。 
仔 给 一 性质 或 条 件 P，P(x) 表 示 “x 具有 性 质 ( 条 件 )P”， 
则 
A={x|P(x)} 
玫 示 关中 共有 性 质 P 的 一 切 元 素 构 成 的 子 集 。 以 “Vx， 
P(x)” 表 示 对 所 有 x 均 有 性 质 P, “Ix，P(x)” 表 示 存 在 x 具 
有 性 质 P。 这 种 记 法 ， 当 x 为 集合 时 仍然 合用， 如 多 (X) = 
{414 生 X} 为 X 的 一 切 子 集 的 集合 ， 称 多 (X) 为 X 的 宪 集 ， 
约定 好 ，X6E 罗 (和 )。 如 果 和 中 有 72 个 元 素 ， 则 多 (X) 中 有 
2" 个 元 素 。 例 如 ， 设 X={c，b， c}， 则 2 图 (和 X) ={G， 
{a}, {6}, {c}, {fasb}, {asc}, {b,c}, {a,b,c}}, 
例 1.1.1 设 4={xzlx:-1=0}， 它 表示 满足 方程 xz 一 
1= 0 的 一 切 x 组 成 的 集合 。 解 方程 即 得 
4={txixz-1=0={-1，1h， 


它 的 元 素 只 有 两 个 ，- 1 和 1。 
例 1.1.2 设 Z 是 整数 集 ， 那 么 


E={n 人 
也 是 一 个 集合 。 条 件 “-2- E Z?” 表示 -二 属于 整数 集 ， 即 这 种 
n 必须 是 整数 ， 
E={ EZ}={0,++2, 圭 4, 二 6,.…}. 


设 4、B 是 X 中 的 两 个 子 集 ， 若 xE4 时 必 有 xE B, 称 
4 含 于 B， 或 了 包含 4， 记 作 4C B。 显 然 , 包 含 关 系 具 有 以 
下 性 质 ， 

(1) 〈 目 反 性 )4C 4， 

(2) (对 称 性 ) 若 4cB，BCA,， 则 4= 3B， 

(3) 〈 传 递 性 ) 若 4CB，BCC， 则 4CcC。 

设 4、BE29(X)。4UB、4nB 和 和 4?( 或 工 ) 分 别称 为 
4 与 B 的 并 集 、 交 和 集 和 4 的 补 集 。 其 定义 如 下 ， 

AUB={xEXIxEA 或 xEB}; 
ANB={xEXIxXEAHxEB;}, 
A ={xEXIxEA). 

我 们 知道 ， 如 果 X 的 突 集 乡 (X) 关 于 并 与 交 运 算 满 足以 
下 诸 条 件 ， 则 称 罗 (X) 构成 一 o 代数 ， 记 为 (多 (X)， 山 ， 
门 ，(C)， 

1) XE DPX), 


2) 着 4;: EB(X), i=1,2,…, 则 () 4;€ D(X), 
3) 车 4E 儿 (X),， 则 4°E 多 (X). 


我 们 上 面 给 出 的 多 (X)， 显 然 为 一 o 代数。 
不 难 验 证 ，( 乡 (X)，U， 人 NM，C) 具 有 以 下 和 性质 ， 


(1) 4n0B=Bn4，4UB=BU4 (交换 律 》 
(2) (4UB)UC=4U(BUC) 

(AN BNC= AN(BNC) (结合 律 》 
(3) 4U 人 =4，4nX=4 (单位 元 存在 性 ) 
(4) 4U42 =X，4f42= 他 《互补 律 》 
(5) AUC(ANB)=A, AN(C(AUB)=4 (吸收 律 》 


(6) AU (BNC)= (4UB)N(BUC) 
AN(BUC)= (ANB)U (BNC) 《分 配 律 ) 


(7) AUA=A, AMA=4 ( 帘 等 律 ) 
(8 AUXSR AI, 《两 极 律 ) 
(90) (A Yr sd 《对 合 律 》 
(10) (AUB)°=A°[(B:, (4NB):=A°UB°. 

《对 侦 律 》 


性 质 (1) 一 (10) 可 扩展 至 B, EC(X)(t ET) 的 情形 ， 
记号 
f: 4 一 


表示 4 到 B 的 映射 ， 即 对 于 任 给 的 xE 4， 有 y= f(x) 与 之 
对 应 。4 称 为 fF 的 定义 域 ， 而 f(4)={y|3xE4，y= f(x)} 
称 为 了 的 值 域 。 


加 果 4E2 罗 (X)， 科 
La: X—1{0,1} 


为 4 的 特征 函数 ， 或 简称 为 4 的 指示 子 ， 用 


1; xEA, 


LO = 本 


来 表示 。 一 切 特征 函数 的 集合 记 为 
FAR)=ATalTs X10,1}}. 
若 在 名,(X) 中 引入 运算 VY， 八 与 如 下 ， 
Tax)\VIa(x) =max(I4a(x), Ip(x)), 
J4(xX) 人 Ts(Gx) =min(Ta(x), Is(x)), 
“(x) = 1—1a(x), 
显然 ， 这 是 布尔 和 、 积 与 补 的 运算 ， 
Vol Al 44 
ol01 000 0l1 
1l11 1I01 110 
例 1.1.3 设 X={a,b,csd,e},A={b,c,e}. B= {a, 
d,e}。 于 是 有 
Tsla)=0, Ts4(b)=1, Ts(c)=1, 14(d)=0, 
Ts4(e)=1.。 
Tgs(a)=1, Ip(b)=0, Ip(c)=0, Ip(d)=1, 
Ts(e)=1。 


从 而 得 
Ts(a) Via(a) = max(0,1)=1, 
Tla)ANTala) = min(0,1)=0, 
“(a)=1-14(a)=1~0=1. 

i 
I4(°)VIs(*) 11111 
1s ANIs(') 00001 

14(:) 10010 


众所周知 ,多 (X) 和 .多 。(X) 作 为 集合 是 等 同 的 , 即 儿 (X) 
外 5 全 


=,(X)。 事实 上 ， 我 们 可 以 定义 两 个 映射 
f: SZ(X)— F(X), 即 f(A)= Tas. 
9: FX D(X), WM gs) = {xE XITa(x) = 1}. 
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f° g=f(g(1s)) = f({xEXIT4= 1}= 14, 
9° f=g9(f(4))= g(14)= 4. 
这 说 明 在 纪 (X) 和 多 ,(X) 之 间 存 在 一 一 对 应 的 上 映射， 按照 
等 同 定 义 ， 集 台 乡 (X) 和 名 (XX) 等 同 。 等 同 的 集 可 以 认为 
是 相同 的 ， 乡 (X) 看 作 是 直观 的 图 式 模 型 ， 而 多 。(X) 作 为 
函数 空间 的 数学 模型 。 用 多 ,(X) 不 如 用 Z 罗 (X) 直观 易 懂 ， 
但 可 进行 更 为 一 般 的 讨论 ， 由 它 可 引入 不 分 明 集 合 的 概念 。 
易 证 《多 (XX),， YU, NN, OF(X), VV, Ns ), 
即 PXITIF (XY); Ti4uB= TaVIa; 
Tsns=I4a/N\Tss Ta = 了 4。 
例 1.1.4 设 论 域 为 X= tayp， 则 
ZX)={B, {a}, {6b}, X}. 
由 二 
1) XEH(XK), GE DPX) 
2) {a} E D(X Ha} = {bE D(X), 
{10}E P(X)>1b}' = {alE PX) 
3) ia}, {b}E P(X), {a}f{b}= 名 有 
{a}U{b}={a,b}=XE DX). 
所 这 多 (X) 是 一 布尔 代数 。 又 设 Ix; 了 2(X) 一 10,1}， 即 
CE—0, X—1, {a}—>I, ,4b}—>I,) 下 GR) F(X) = 
40，IT:。， 了 Is;，1}。 在 多 obX) 有 
1’) 0€F (A(X), 1€ F(X), 


0 


2 1 EF XI DI =J.s. EF (XK), 
1 EF KNIT £1 EG X), 
3) 11a, Tis: EF (KX) 
Tovts = VI(s, EF (CX) 
从 而 (多 。(X)，V，A，”) 为 一 布尔 代数 。 且 (多 (X),U， 
nn，c) 和 多,(X)，\V， 八 ， ) 等 同 ,因此 将 2(X) 和 F(X》 
看 作 相 同 的 (上 面 所 述 之 f 为 1I4，g9 为 14 的 逆 上 映射 14')。 于 
是 关于 2 史 (X) 上 的 讨论 将 移 至 多 。X) 上 讨论 。 
下 面 我 们 来 看 一 下 在 多 。(X) 上 上 如何 表示 一 个 集合 。 
例 1.1.5 设 在 例 1.1.1 的 条 件 下 ， 集 合 4 记 为 
A= {(a,0), (b,1), (c,1), (d,1), (e,0)}, 


A=0/a+ 1/b+1/c+1/dt+ 0/e 
=1/b+1/c+t1/d. 


B={(a,1), (b,0), (c,0), (d,1), (e,1)} 
=1/at 1/d+1/e.。 
因此 关于 集合 的 运算 结果 有 
AUB={(a,1), (b,1), (Cc,1), (d,1), (e,1)} 
A B={(a,0), (6b,0), (Cc,0), Cd,1), (Ce,0)} 
A‘“={(a,1), (b,0), (c,0), (d,0), (e,1)}, 
或 写成 


~ 


而 从 可 见 ， 在 (多 。(X)，V， 人 ;0，1) 中 集 的 运算 ,实际 上 

是 按 逐 个 元 素 对 其 特征 函数 得 进行 运算 ， 这 里 “+ ” 仅 是 一 种 

符号 ， 表示 “总 插 ” 之 意 。 因此 ， 一 个 集合 4 一 般 可 表示 为 
A={(x,T4(x)), x EX} 


A= Paxi))/xi, xiEX,. 


另外 ， 把 特征 函数 I4(x) 理 解 为 x 隶属 于 4 的 程度 ,x 属 
于 4 的 程度 为 1， 妈 Ix(x)=1， 则 x 属于 4。 从 这 个 观点 出 
发 ， 扩 展 特征 函数 的 工作 将 会 顺利 得 多 。 


$2 集合 

设 和 是 经 典 集 合 ， 为 论 域 。 

定义 1.2.1 (Zadeh,1965) 映 射 4: X->[0,1] 称 为 不 分 
了 明 集 合 (Fuzzy Sets)， 简 称 为 刁 集 。4(xz) 称 为 x 相对 于 F 
集合 4 的 隶属 程度 。4(。) 称 为 F 集 合 4 的 隶属 函数 . 

如 果 所 讨论 的 集合 是 经 典 的 ,那么 4(x) 是 4 的 特征 函数 
T4(x)， 亦 是 4 的 隶属 函数 。 若 4(x) = 1， 则 x 完全 属于 集 
合 4， 姬 xE4。 若 4(x)=0， 则 xx 完全 不 属于 集合 4， 即 
x A4。 x 属于 A 或 x 不 属于 4 是 完全 确定 的 。 但 是 , 对 于 反 
映 不 分 明 ( 模 糊 ) 概 念 的 忆 集 合 穆 来 说 ,44(x) 表 示 x 属于 F 集 
合 碌 的 程度 。 它 可 取 0 与 1 闻 的 任何 一 个 数值 ， 如 4(x) 
= 0.7， 表 示 x 属于 4 的 程度 为 0.7， 若 4(x1) = 0.4， 就 说 
Xx 比 必 1 相对 的 更 属于 下 集合 和 44， 

可 见 ， 隶 属 函数 的 概念 是 特征 函数 概念 的 一 般 化 。 从 而 
用 特征 函数 刻 划 的 经 典 集合 是 用 隶属 函数 刻 划 的 Ff 集合 的 特 
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殊 情 形 ，F 集合 是 经 典 集合 的 一 般 化 。 

例 1.2.1 设 论 域 为 X=4a,b,c,d,e}, 它们 是 五 个 不 同 
苹果 的 集合 。 我 们 关心 的 是 “ 烂 蔷 果 ” 丸 。 按 照 经 典 集合 的 观 
点 ， 每 个 苹果 要 么 属于 妇 要 么 不 属于 为. 即 1I4(x) 要 么 为 1 要 
么 为 0，， 别 无 其 它 选择 。 可 仔细 想 一 下 实际 情形 ， 可 能 有 些 
苹果 ， 把 它 算 作 烂 苹果 ， 并 不 完全 恰当 ， 把 它 作 为 好 苹果 却 
有 点 勉强 。 换 名 话说 ， 该 莘 果 届 于 4 的 程度 不 是 1 也 不 是 
0， 而 是 0 与 1 中 间 的 一 个 值 。 这 类 不 分 明 的 概念 (无 明确 外 
延 的 概念 ) 就 是 引进 下 集合 的 实际 背景 。 

对 于 X 中 的 每 个 x 伴随 着 一 个 隶属 函数 4(x)， 因此 一 
般 情 况 下 一 个 下 集合 可 表示 为 

入 = {C(x,4(x)) IxEX}, 
如 有 果 X 是 有 限 集 或 可 数 集 ， 可 表示 为 
榴 = DAC) /ri 
如 采 X 是 无 限 不 可 数 集 , 可 表示 为 
= |4Cx)/x. 


例 1.2.2 菜单 位 招收 服务 人 员 。 现 需 对 五 名 应 征 者 

xi1，X:， Yasy， Xs， Xs 进行 评议 。 此 时 
X= {XxisX2 Xs Xs Xs} 

评议 内 容 是 他 们 的 仪表 美 。 按 百分制 打分 为 

1 85 分 ; Xx。: 75 分 ， Xa: 98 分 

Yi 30 分 ! xs: 60 分 。 
若 将 它们 都 除 以 100 分 ， 便 给 出 一 个 从 X 到 [0,1] 闭 区 间 上 
的 映射 如 :x 习 [0,1]。 即 对 每 个 x， 给 出 了 隶 属 度 (C(x;): 

A(x1) = 0.85; A(x,.)=0.75;s 笋 (xs) = 0.98; 
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A(xs)=0.30; 4(xs)=0.60。 
这 样 豆 确定 了 一 个 一 集合 总 ,表示 这 五 名 应 征 者 对 “仪表 美 2 
这 个 不 分 明 福 念 的 符合 程度 。 记 为 
4={0.85,0.75,0.98,0.30,0.60}， 
={(x1,0.85), (x,,0.75), (xs 0.98)， 


(xy0.30)， (xss0.60)}, 
或 
AA=0.85/x: +0.75/xs + 0.98/xs + 0.30/x, 


+0.60/xs。 

恬 便 提 及 ，F 集合 表达 方式 的 选择 可 由 具体 问题 而 定 。 
这 最 后 一 种 记 法 是 Zadeh 引进 的 ， 它 仅 是 一 种 记 法 , 不 是 分 
式 的 求 和 。 其 “分 母 ? 是 论 域 X 的 元 素 ，“ 分 子 ? 是 相应 元 素 的 
隶属 度 , “+ ?表示 由 哪些 项 构成 ， 仍 是 总 括 之 意 ， 并 非 “ 相 
加 ”。 今 后 我 们 约定 ， 隶 属 度 为 0 的 项 可 以 不 写 出 。 如 

=1i/a+0,.8/b+0/c +0.2/d 
利 
44=1/a+0.8/b +0.2/d 

表示 同一 个 了 子 集合 。 显 然 ， 当 X 的 元 素 是 不 可 数 无 限 集 
时 ， 和 号 用 “J” 代 蔡 ， 它 不 是 积分 ， 因 为 其 后 无 dx。 

例 1.2.3 以 年 龄 为 论 域 ， 取 X =[0,100]。Zadeh 给 出 
* 年 老 ( 和 44)” 和 “年 轻 (B)” 两 个 下 集合 的 隶属 函数 为 


0， 0 和 X 和 50， 
Cx) = —50 \-231-1 
| + 人 | ， 50<x< 和 100。 
0<< xy 和 25， 
B(x) = 


(1, 

| : : 
' 二 2-1-1 

| E 和 ( 5) | 25<x<100, 
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用 图 表示 如 下 : 


人 -一 1 
| a | 
和 oo Bo 
| ] 
i 
, oo 0 0D 25 % 
图 1.2.1 
如果 xx=60， 则 4(60) = 0.8，B(60) =0.2， 故 可 认为 
60 岁 是 比较 年 老 的 。 


例 1.2.4 运用 电子 计算 机 自动 识别 几何 图 形 ， 识 别 对 
象 为 三 角形 ， 取 论 域 为 ， 
X={(4,B,C)|A+B+C=180°,4A>B>C>>0} 
即 把 三 角形 三 内 角 的 角度 从 大 到 小 所 可 能 出 现 的 每 一 种 排 
列 ， 当 作 X 的 一 个 元 素 。 用 表示 “近似 等 大 三 角形 ”, 妃 表 
示 “ 近 似 直 角 三 角形 ”， 表示 “近似 正三 角形 ”， 其 隶属 函数 
分 别 规定 如 下 ， 


T(4,B,C)=1- min(4-B,B-C), 


R(A,B,C)=1- 5-14- 90|， 


-1_ 1 (4- 
B(A4,B,C)=1- 0 (4-C). 


雁 易 验证 ， 当 4=B 或 B=C 时, I(4,B,C)=1,L(120,60， 
0)=0;, 当 4= 90° 时 ， f(A,B,C)=1, Ke(180,0,0) = 03 当 
A4=B=C 时 ， 厂 (60,60,60) = 1， 龙 (180,0,0) = 0. 现 有 一 个 
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三 角形 ， 测 得 三 内 角 之 度数 为 (80,55,45)， 试 问 它 应 该 算 作 : 
哪 一 类 型 的 三 角形 ? 


由 于 算得 L(80,55,45) = -下 ; 号 (80,55,45) = -0-3 
EB (80,55,45)=1- 0 0.81。 其 中 玉 (80,55,45) 最 大 , 故 


可 以 将 它 归 入 近似 直角 三 角形 。 
读者 至 此 不 难看 出 ， 一 切 隶 属 函数 的 全 体 
F(X)={AC(*: )1A : X—>[50,1]} 


与 上 的 一 切 FF 集合 的 全 体 F(X) 是 等 同 的 。 后 者 与 经 典 
集合 之 多 (XX) 相 应 。 
容易 给 出 五 集合 的 几何 表示 。 考 虑 用 由 (2) 作 纵 坐 标 ， 
从 而 每 个 元 素 x 的 隶属 度 由 它 的 纵 坐 标 表示 。 横 坐标 为 x, 一 
切 x 构 成 XX。 而 阴影 部 分 表示 下 集合 44， 如 图 1， 2.2 所 示 。 
仿照 .多 o(X) 上 给 出 的 集合 运算 关系 可 给 出 三 集合 之 间 
的 各 种 运算 定义 如 下 ; 
定义 1.2.2 设 4，BEF(X)。 车 VxEX， 有 和 A(x) 
夺 忆 (x)， 称 和 丸 含 于 B, 或 如 包含 丸 ， 并 记 作 丸 CB。 若 
VxEX， 妇 (x)= 如 (x)， 称 4 等 于 8， 记 作 4=8B8。 
g 表 示 隶 属 函 数 恒 为 0 的 已 集合 ，X 表示 隶属 函数 恒 为 
1 的 五 集合 。 
定义 1.2.3 设 4、BEF(X), 4 与 8 的 并 44UB， 
区 4n 如，44 的 补 集 4° 的 隶属 函数 分 别 为 
(AUB)(x)= A(x)VB(x) = max(A(x), B(x)), 
(ANB)(x)= AC(xXIAN B(xX) = min(ACx), B(x)), 
A'(r)=1— A(x). 
。 12 。 


其 几何 表示 见 图 1.2.3r5。 显 然 。 可 定义 -五 集合 的 无 限 交 与 
无 限 并 的 运算 如 下 ; 


(U 4,)oO= V Ailx)=supA (x), 
i1ET 1ET teT 
(NN 41) = A Mcx)= infk(%), 
eT i1eT ierT 


其 中 和 4,E F(X)(1ET)， 显 然 并 、 交 及 补 的 结果 丝 属 于 
F(X). 


图 1.2.2 


图 1.2.3 (4UB)(x) 及 4UB 图 1.2.4(AN B)(x) 及 4n8B 
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图 1.2.5 A(x) 及 A° 
me Led 


例 1.2.5 设 和 ={foilyozyosyoey0s+， 而 
4=0.4/@1+0.2/02 +1/0.,3 
B=0.3/0,. 
则 : 
4UB=0.4V0.3/01+0.2V0/w: +1V0/ws 
=0.4/w01. +0.2/w, +1/x,s 
ANB=0.4N\0.3/61+0.2N\0/6, +1N\0/0, 
= 0.3/o +0/os +t0/0w, = 0.3/01; 
A=(1-0.4)/01+ (1 0.2)/w: + (1— 0)/0ws 
+ (1—1)/w, + (1~0)/0s 
=0.6/o+0.8/os+1/os+ 1/0ws. 


例 1.2.6 设 和 =[0:1]，4Co)=o。 
出 A(wm)=1- 0; 


多 


人 pe 
WO, 了 休 mS 
. 2 

\ 
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例 1.2.7 设 和 = [0,100]， 表 示 某 年 龄 集 , 和 和 如 分 
别 表示 “年 老 : 和 “年 轻 ?”， 其 隶属 函数 如 例 1.2.3。 于 是 
丸 UB 表示 “年 老 或 年 轻 7，4 和 4 由 如 表示 “又 老 又 年 轻 ?， 败 “ 表 
示 “ 不 年 轻 ?， 其 隶属 函数 分 别 为 
Zz 0<w<25 


(A4 UB)(w)= Ed 2 人 3 25<<w<51 


[1+(23™) | ,si1<o<100 

0 0<w<50 

CnBito [1+ ) | so<o<s1 
[1 (5) 51<w<100 

9, 0<w<25 


< 2 _ 2-—1 

"(0) ee( ,25<o<100 
定理 1.2,1 (多 (X)， UnascygX) 具 有 以 下 性 质 ， 
(1) gCA4ACX (最 大 .最 小 FF 集 的 存在 性 ) 

(2) A4CCA44 ( 自 反 律 》 

(3) 若 4CB，BCC， 则 4CL 《传递 律 ) 

(4) 若 丸 CB，B8CcA 和 A， 则 妨 = 司 〈 对 称 律 ) 

(5) 4UB=BU4A，4NMB=B8N4 (交换 律 ) 
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(6) (4UB)UC=4U(BUC)， 
(4NBNG=ANCBNEG) | 

(7) AU(BNC)= (4UBN(AUGQ), 
AN(BUC)= (ANB)U(ANG), 

(8) A4U(MNB)=A, AN (AUB)=A4 

(9) WUA=A4， 4N4=4, 

(10) (4°):= 克 

(11) XNA4A=4A, XUAMA=X 
gU4=4 0gn4= 内 

(12) (4 UB)=A4°NB’, 
(4NM8B8):=A° UB’, 


《分配 律 》 
《了 吸虫 律 ) 
( 徊 等 律 》 
(对 合 律 》 


(两 极 律 》 


(对 偶 律 ) 


若 4,E8 (EX)，(ET)， 则 (7) 和 (12) 有 一 般 形 式 ， 


(7)’ BU( N 4)- N81u4,), 


BN(U 4J)=UCBn4DO 


(12)’ (U 4:) = 145, 


(N 4)°= U4:. 


证 直接 验证 即 可 。 我 们 来 证 明 对 偶 律 。 
(4nB) xz)=1- (4 B)(Cx) 
=1- min(A(x), B(x)) 
=max(l— ACx),1—- B(x)) 
=marA’ (x), B° (x)) 
=《 UB°)(x), 
.16， 


| 
(A4NB):=4°UB’. 
其 它 的 请 读者 自己 验证 。 

熟悉 经 典 集 合 和 的 读者 会 发 现 这 里 没有 “ 互 补 律 >， 即 
4U4 =X 4nh4- = 和 一 般 不 再 成 立 。 例 如 例 t.3.2 中 之 
要 (w) = 0， 其 妇 U4' 夺 驻 ， 4 站 4 二 0 特别 

0 | 
(4U4'). (二 )= (4n4e)( 二)= 二 
从 而 可 见 F 和 集合 不 满足 互补 律 。 为 了 克服 这 一 难点 ， 考 虚 运 
算 和 U 在 此 为 八 与 V 运 算 ， 我们 将 互补 律 改 为 
AUA°=max(4,4°), 
AN4°= min(4d,A°)., 

于 是 ， 互 补 律 对 于 .多 (X) 也 成 立 。 本 例 中 互补 律 显然 成 立 。 
例 1.2.8 设 4(o)=0.2， 于 是 4"(o)= 0.8 则 有 
(4n4)(o)=0.2 人 0.8=0.2 
(AUd°')(w)=0.2V0.8=0.8 

即 
为 人 \ 妇 “= 妇 4， 要 UA'=4°, 
所 以 4，4 之 间 满 足 互补 律 。 

为 了 方便 ， 今 后 用 记号 (多 (X,V, 人 [0,1]) 表 示 由 X 构 
成 的 某 些 下 集合 的 全 体 ， 其 上 定义 了 V， 人 利 逆 运算 ， 且 隶 
属 函 数 的 值 域 为 [0,1]。 

定义 1.2.4 若 ( 多 (X), 人 和 人 ,VI 红 [0,1]) 满 足 

(1) 1E F(X), 


(2) 若 4: EF(X), i=1,2,…, 则 VA,EZF(X)， 
i 
(3) 若 4AEZ(X), 则 1- AEZFCK)。 
。47 。 


则 称 . 多 (XX) 为 o 软 代数 (Solf algebra) 或 伪 o 代数 。 
例 1. 2.9 设 论 域 X= {x1 x2}, 隶属 函 数 的 取 值 集 为 


M = to 去 二, 直 . 那么 和 的 一 切 己 子 集 的 集 系 多 () 为 


{LCx1,0), (x:,0)],L(x,,0), (x,,0.。 5) J, 
[L(xi1s0), xs,1) ,L(x 0.5), (x, ,0)], 
[Cx1,0.5), (x2,0.5)],L(x1,0.5),(x, ,1)], 
[Cx1,1), xs,0)], Lxi,1), (x,,0.5)], 
[Cx1,1), xs,1)]}. 
多 (X) 中 共 售 有 3? 个 元 素 。 
由 于 
(1) [L(x151), (x2,1)1E F(X), BW 1EF(X); 
(2) ECxiy*0.5)， (xsy 1)], [LOxiy1)， Cx,,0)JE .F(X) 
而 
[xiy*0.5),(xsy,1)]VEGxryt)， (xz 0) 
=[LGxiy0.5V1)，(xsy LV0)] 
=[(x1,1),(xs,1)]E.F (X), 
等 等 ， 可 得 出 4，BEF(X),， 则 A4VBEZF(X). 
《3) ECGxiy 0.5), (xi 1)]E8 罗 (X)， 从 而 有 
LGxiy0.5)，(xaiy1)]? 
=1—T[(xi,0.5),(x,,1)] 
=[(x1,0.5), (x,,0) J]E .F(X) 
等 等 ， 得 到 ， 若 4EZ(X) 则 1-AEIF(X). 
由 (1)~(3) 验 证 ， 可 知 F(x) 为 一 o 软 代 数 。 
和 概率 论 中 所 考虑 的 情形 一 样 ， 当 X 为 一 有 限 集 时 ， 
F(X) 取 其 一 切 五 子 集 为 元 素 ， 但 在 X 为 无 限 集 时 ， 不 一 定 
。 18。 


要 取 XX 的 一 切 下 子 集 组 成 .多 ( 久 ), 可 取 一 部 分 组 成 集 素 XY， 
但 X% 必 须 是 一 o 软 代数 。 | 
$3 集合 的 分 解 定 理 
为 了 研究 FF 子 集 与 经 典 集合 之 间 的 关系 ， 我 们 讨论 F 集 
合 的 分 解 定理 。 为 此 先 引 入 一 些 概念 。 
定义 1.8.1 设 4EFC(X),， 记 
(4).=A4A,.={x|A(x)>a}, (0<a<1) 
称 4。 为 下子 集 人 的 gc  ， 
水 平 集 ( 截 集 )， 如 图 
1.3.1 所 示 。 称 
Ao= {xsACx)>0}= 
supp ;< 
为 4 的 支 集 。 称 一 
4 ={xs4(xz)=1)} 广 -一 钙 —— 
为 4 的 核 。 
例 1.3.1 我 们 考 
看 一 个 具体 问题 。 设 某 学 习 班 有 x1，x2， Xs Xs Xss Xe 六 
位 同学 , 在 某 次 考试 中 成 绩 如 下 ， 
XxX! 100 分 隶属 度 为 1 
X2 92 分 隶属 度 为 0.92 
Xs 35 分 ”隶属 度 为 0.35 
x。 68 分 隶属 度 为 0.68 
Xs 82 分 隶属 度 为 0.82 
xe 55 分 隶属 度 为 0.55 z 
现在 我 们 考虑 “及 格 ”(60 分 以 上 )* 优 秀 ”(90 分 以 上 )* 良 好 ” 
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图 1.3.1 4 的 c 水 平 集 


(80 分 哑 上) 都 有 时 些 人 ? 显然 有 
“及 格 ” 者 集合 4o。s= {xi sX2 3X4 sXets 
“和 良好 ?者 集合 Ao,a= {x 9X2 sxX5} 
“优秀 ”者 集合 4,.。 = {xiyxz} 
这 三 个 集合 就 是 按 不 同 水 平 确定 的 普 表 集 合 ， 这 些 普通 集合 
是 对 原来 的 证 集 4 的 隶属 度 先 确定 一 个 水 平 <(0 委 wa 和 1) 之 
后 ， 再 把 隶属 度 4(x) 之 a 的 元 素 挑选 出 来 而 得 到 的 。 即 就 
是 由 
站 =1/xi+0.92/x, +0.35/xs +0.68/x, 
+0.82/xs +0.55/xe 
分 别 就 确定 水 平 a=0.6，0.8，0.9 而 得 到 
4,。s = {xis Xs Xa Xs} 
4 = {xi,xas Xe} 
A,.s = {x1,x.} 
显然 
As= {xisxs Xs Xs XH Xe} = 太 ， 
Al={x1}, 
由 此 可 见 ， 集 合 妇 的 支 集 4。= 义 ， 和 且 a 过 8 时 有 ApC 和 4 ,CC 
X。 因 此 经 典 集 族 
{4A,.30<a<1} 
表示 一 个 边界 不 确定 的 集合 。 随 着 c 从 1 下 降 趋 于 0( 不 到 达 
0)，4。 从 败 的 核 4: 扩张 到 发 的 支 集 4。。 从 而 FF 集合 妇 4 是 
一 个 边界 游 移 葛 集合 。 我 休 只 能 在 某 个 w 水 平 的 意义 下 ， 认 
为 x 属于 妨 ， 还 是 不 属于 和， 而 这 个 a 在 此 为 隶属 度 。 比 如 
xE 4。， 我 们 称 在 a 水 平 下 x€ < 而 x 4。， 我 们 说 在 a 水 
平 下 x 不 属于 4。 . z 
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定理 1.3.1 妇 的 水 平 集 具有 以 下 人 性质， 

(1) (A4NMNB),.= A,NB,; 

(2) (A4UB),=A,.UB,; 

(3) a,BELO0,1J, Ha<h 则 ApSA,. 

证 (4NMB)。={x; (4NB)(x)>a} 
={xs4(x) 人 B(x)>a} 
={xs AC(x)>a}( {x3B(x)>0} 
=4of 了 

(A4UB),.={xs(4UB)(x)>a} 
={x3A(x)VB(x)>a} 
= {x3 轨 (Xx) 二 el 
=4。.UDB。。 
至 于 4eS4。 则 显然 . 
定理 1.3.2 若 {413tET}CF(X)， 则 


(1) (U 4:)scU (4,),， 
2) (NN 41).= 门 (4)。， 
证 若 xE UU (和 4;)。， 则 存在 t。 ET， 使 XE (4)。， 


于 是 441 (x) 之 a， 即 得 sup4， (xX)>a, 0 4 ),, 证 
得 (1)。 \ 


必须 指出 (1) 中 “CC "不 能 换 为 等 式 . 


至 于 (2) 式 的 证 明 ， 可 类 似 于 (1) 推 证 得 到 。 
例 1.3.2 仿 


私 ,(x) = (1- 一 小 


e。 有 。 


于 是 
(U 4.) .=x. 
但 是 
轴 光 (A,) .6=9 (7 过 1) 
U CA oo = 
从 而 和 


(U 人) 
定理 1.8.8 设 4E. 多 (X)， {arst ET}CL0,1]， 则 


4。= 门 Aa, 
ET 

A Aa,， 

其 中 a= Vea, B= AB,. 
证 由 于 
4A.={x14(x)> Va) 
= (\{x34 (x)>01}= NN ho, 
:er teT 


又 
41 ={x34(x)> 人 " 
teT 


U {xsA(x)>>a,} = U Aa,, 
ET ? 世人 
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证 得 定理 结论 。 
定理 1.8.4 对 于 任意 44E.ZF(X)， 有 


4。= i 4, 
证 ”由 于 
A,.= {x: AC(x)>a} 
= {x:AC(r)>a}= (1 4. 
得 证 。 


定义 1.3.2 设 a€EL0,1]，4E€.9Z(X)， 则 称 
(oA)(x)=a N\Al(x) 
为 & 与 4 的 数 积 。 
0 与 妇 的 数 积 是 一 个 下 子 集 。 
定理 1.3.5 (F 集合 的 分 解 定理 ) 对 于 任意 4 EF (ZX)， 


有 
对 = U aA,, 
oetosi1]j 
车 尺 , 为 [0,1] 中 的 有 理 点 集 ， 则 
4= (4,. 
ER0 
证 因为 
1 EA 
A,.(x) = 人 
0， xEA,. 
则 
( Lo4， ) cx) = sup CC。 A, (x) 
aE[to>1] deeri 
= supa= sup a=A(x), 
XE4， 5 
其 它 形式 类 似 可 证 。 
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我 们 用 图 来 说 明 这 个 定理 。 在 图 1.3.1 中 画 出 三 个 不 同 
水 平 4, a1，&a， 的 隶属 孙 数 a4 ,(x)， gida (x), G2 Aa, (xX) 


图 1.3.2 


设想 当 a 取 遍 [0,1] 所 有 值 时 , Ua4。 按 F 集 求 并 运 算法 则 ， 
也 就 是 取 各 cE[0,1] 点 隶属 函 数 的 最 大 值 ， 再 连 成 一 条 曲 
线 ， 这 自然 就 与 4(x) 的 曲线 重合 ， 这 就 是 分 解 定 理 。 


34 扩张 原理 


假设 给 定 了 两 个 集合 X 和 了 Y， 且 给 定 一 映射 
| 及 一 了 ， 
x~—> y= FOX) YEX，7yG7。 

如 果 在 X 上 给 定 一 经 典 子 集 4， 则 可 以 通过 映射 f 得 到 一 个 
集合 B= (4)， 县 BESY.。 但 是 车 在 X 给 定 的 集 为 一 个 下 和 集 
丸 ， 那 么 经 过 f 映射 之 后 变 成 什 么 呢 ? 为 了 解答 此 问题 ， 
Zadeh 在 1975 年 引入 “扩张 原理 ”, 它 将 经 典 映射 推广 至 FF 集 
之 间 。 

众所周知 , 当 我 们 知道 X 和 了 的 寡 集 2 只 (X) 及 22(7) 时 ， 
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f 能 在 天 集 之 间 进行 ， 
fs P(X) DIY), 
且 
f(A)={y; y= fx), xEA}, AE P(X). 
f°'(B)={x|f(x)=y, yEB}, BE DIY), 
对 于 模糊 集 ， 我 们 有 如 下 定义 ， 
定义 1.4.1 (扩张 原理 ) 设 f, XY 了 ， 记 
f(A)(y)= VOD xE fy)}, 


称 fF (和 X) 一 .多 (了 ) 为 直接 映射 。 

扩张 原理 可 作 如 下 解释 : 4 经 映射 了 后 变 成 象 f(4) 时 ， 
其 隶属 函数 可 无 保留 的 传递 过 去 , 亦 即 经 过 映射 后 ,模糊 子 集 
4 和 天 和) 论 域 中 相应 元 素 的 隶属 函数 保持 不 变 。 若 不 是 单 
值 映射 时 ， 则 规定 象 的 隶属 度 取 最 大 值 如 图 1.4.1 及 1. 
4.2 所 示 。 图 1.4.1 表示 单 值 映射 后 的 情形 。44 经 过 映射 后 


图 1.4.1 单 值 映 射 后 隶属 度 保持 不 变 
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1.4.2 非 单 值 映 射 后 隶属 度 取 最 大 者 


成 为 已 = 14)， 其 隶属 函数 入 (。) 变 成 为 召 (。)， 但 各 相应 
点 的 隶属 度 不 变 ， 如 
Xx1 太 之 相应 点 1 B(y1) =A(x1), 
Xs 羽 之 相应 点 ya B(y,) = ACx,) 
等 等 。 若 映射 为 非 单 值 的 如 图 1.4.2 所 示 ， 设 
丸 = A(a)/at A(la’)/a’ + A(a’)/a’ 
经 f 映射 后 
1(4)= B= BC(b)/b+ B(b’ )/b’ 
其 中 a’，a” 经 f 变 到 b'，a 对 应 5， 
B(b) = A(a), 
B(b’)= Ala’)\VAla’). 


定理 1.4.1 直接 映射 了 满足 


(1) f(9)=9, 
(2) 萎 U4)=( UHF ) 
(3) f71(B')= (三 5 加))*。 BEF(Y) 
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《 称 f 为 序 同 态 的 ) 。 而 且 a 
f° "(BB)(x)= B(fF(X)) = (Bo f)(x), 
证 显然 1f(9) =$。 其 次 设 4 EF(X)，(tET)， 则 


A(U 4,) = | V 413 zxE 太 (7 
= VVLIx)3 xEf 1(y)} 


teET 


二 V f(A,)(y) 


=(U F410) )(y)。 
ET 


由 于 
f° '(B)=N{43f1(4°)CB°} 
NC[AsV{A’ (x) sxE f(y)} 
<B’(y),(yEY)] 
= N[AMAsy 八 {A(C(x) sxE f(y)} 
>B(y),(yEP)] 
= B(f(x)) 
则 六 1B°)= (fF 1(B))" 得 证 。 
其 中 “。” 表 示 复 合 之 意 。 设 
fs X—Y, g: Y—2 
为 映射 ，f 和 g 的 复合 映射 定义 为 
9g°f:X—2Z。 
(g° f)(x)= g(f(x)). 
从 而 不 难 明白 如。f 之 含义 。 
定理 1.4.2 直接 映射 了 和 其 道 映射 f°! 之 间 有 
(1) ff :1(B))CB; 


HH 
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(2) f°1(f(4))DA, 
其 中 AEZF(X), BEFI(Y), 

证 由 于 

ff° 76B)) Y= V{f (CB)Cx)s xEfF Cy)} 
= V{B(f(x)); xEf ICy) <BCy) 

则 证 (1)。 又 因 

f°-1CfCA)) x) = f(A)CF(x)) 

=V{ACx); xE fF IC(fCxX))}ACx) 

则 证 (2)。 

例 1.4.1 设 “ 小 的 ? 数 的 下 集 为 4: 

1 ，1 0.8 0.6 ,0. 0.2 
3 


而 令 作 z) =w*， 则 大 小 的 ?为 
1 小 的 )= (4)= 44* 
0.8 ,0.6 ,0.4 ,0.2 


1 1 , 
人 二 de 
0 9 16 * 25 


$5 五 数 及 其 扩张 运算 


作为 扩张 原理 的 应 用 ， 首 先 考虑 的 是 不 分 明 数 (以 下 简 
称 为 下 数 )。 设 以 表示 全 体 实数 ，F(R) 表示 实数 域 上 的 
一 切 忆 集合 之 集 ， 

定义 1.5.1 4E.F(R) 称 为 F 数 ， 如 果 

(1) 存在 xoER 使 A(x0)=1; 

(2) VaE(0,1]，4。 是 闭 区 间 。 

定义 1.5.2 4E 多 (R) 称 为 瑟 上 是 的， 如果 Vxy,yE 有 R 有 

Cx+ (1- Ay)A(XN\ACy), (ELO,1]) 
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定理 1.5.1 设 4 是 王 数 ， 则 

(1) 碌 是 凹 的 ， 

(2) 若 44(xo)= 1， 则 x 和 xo 时 ， 女 (x) 不 碱 x 宇 xo 时 ， 
要 (x) 不 增 ，。 : 

证 由 于 4.(cE[0,1]) 是 闭 区 间 ,4,=RR, 即 VoE[C0， 
1]，4。 是 凸 集 ， 从 而 4 是 凹 的 。 

现 设 xz:<xzs 和 xzo， 令 a=4(x1)。 由 于 4(xo)=1， 则 
[xisXx0oj 二 4.。 于 是 x Eh,s 从 而 和 (Xx2)> a 即 委 (Xx1) 志 
4(xz)。 同 理 ， 如 果 xo 和 xi<x:， 则 可 证 4(Cxs) 委 4Cxi)。 
定理 得 证 。 

定义 1.5.8 设 * 为 RR 上 的 二 元 运算 . 扩张 运算 为 

(A*B)(z)= V (A(x) 人 4(y)) 


z= xPy 


其 中 4， BEFTF(R). 特别 * 为 +， 3 x 或 + 时 ， 称 
(4A+B)(z)= V (4(x)N\B(Y)) 


r= 


(4M4-B)(z)= V (4(x) 人 BC(Y)) 


z=xX—-y 


(4xB)(z)= V (A(x) 和 人 BB(Y)) 


(A*+B)(z)= V (M(x 人 \)B(y)) 
z=x/Y 
为 扩张 加 法 、 扩 张 减 法 、 扩 张 乘 法 、 扩 张 除 法 。 
例 1.5.1 设 X=Y={1,2,3… ,10}， 2 和 6 分 别 表示 
“ 约 为 27? 和 “ 约 为 6” 的 FF 数 ， 设 
? -0.6 ， 工 .0.8 


2 
1 2 3 
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5 1+6 1 
1A1 1A0.7 ,0.8/\0.8 


2+5 2+6 2 十 了 $5， 


8 9 10 z 
0.6 , 0.6V0.8 ，0.6VIV0.8 
8 5; 


| 0.8 人 1 ,0. 
Y 5—1 5—2 
1 


| 
ae 
mm 
I 
j 
十 
> 
和 
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则 


0.8 ，0.6 a 
3 6 5 4 


0.8 ,0. 8V0.8 + 0.6V0.7V1 
4 


2 3 
"06Y0.7 00 
5 6 
_ 0.8 .0.8 .1,077,006 
2 3 4 5 6 fea 
0.6 0.,6 0.6 0.8 1 0.7 
x 6 = 一 二 一 :一 十 一 一 十 一 es 
2 0 6 7 10 7 12 14 
+ .08 | 0.8 0.71», 

15 18 21 ~ 
62+2=0.64,.0.8;0.8 .0.6,1 ,90.8 
RS 5 2.5 5/3 6 3 2 

0.6 0.7 0.7 

3 
3.5 7/3 2 
例 1.5.2 a 


Te pe (3— /x )/x。 


0 9- 4 )/* +| ( -1)/x. 
不 难 验 证 ， oa 云 算 满 足 加 法 交换 律 , 加 法 结合 律 、 
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和 二 


乘法 交换 律 、 乘 法 结合 律 ， 加 法 存在 0 元 ， 乘 法 存在 单位 元 
1. 注意 关于 次 分 配 律 和 4x ( 双 + 天 )S4x 又 + 四 xx 天 成 立 。 
而 且 0 不 能 作 除 数 。 顺 便 提 及 ， 定 义 1.5.3 可 由 如 下 结论 而 
得 ， 设 4，8B8 为 两 个 下 数 ， 隶 属 函 数 分 别 为 4(x)，B(x)， 
则 对 于 任意 x E50,1]， 任 意 x,y,zE R， 有 

{z|z=x* yy, XE, IEB,} 


E {z V (4 (WAB(x))>e). 
2 


可 见 ，F 数 的 运算 关键 在 于 求 平 集 。 这些 内 容 我 们 将 在 第 五 
章 中 用 到 。 
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第 二 章 
不 分 明 概率 论 的 初等 理论 


不 分 明 数 学 理论 与 概率 论 之 间 既 有 区 别 又 有 联系 ， 这 种 
联系 产生 了 不 分 明 概 率 论 。 特 别 是 不 分 明 集合 理论 与 概率 论 
的 结合 产生 了 不 分 明 事 件 的 概率 问题 ,将 是 本 章 的 主要 论题 . 

不 分 明 事件 的 概率 问题 首先 由 Zadeh 作 为 隶属 函数 的 数 
学 期 望 给 出 ， 其 后 Klement 提出 公理 化 定义 ，Smets 对 它 
又 作 了 一 些 修改 。 最 近 又 有 不 少 学 者 提出 修正 方案 。 本章 将 
由 浅 入 深 的 对 这 些 加 以 介绍 。 

831 3 引 言 

不 分 明 概 率 论 应 和 经 典 概率 论 一 样 ， 是 研究 随机 现象 统 
计 规律 性 的 数学 学 科 . 显 然 , 这 里 考虑 的 随机 事件 是 具有 不 分 
明 性 质 的 随机 事件 。 如 明天 天 气 很 热 的 概率 是 多 少 ? 射击 不 
多 几 次 就 命中 目标 的 概率 为 何 ? 所 抽取 的 产品 中 次 品 大 约 为 
4 个 的 概率 是 多 大 ? 老年 人 患 慢性 气管 炎 的 概率 是 多 少 ? 诸 
如 此 类 的 问题 可 在 人 们 的 日 常生 活 中 遇 到 ， 它 们 要 求 的 是 某 
个 事件 的 概率 ， 可 是 这 个 事件 “很 热 ” “不 多 几 次 ”、“ 大 约 
为 4”、“ 老 年 人 ”等 不 是 经 典 概率 论 中 所 讨论 的 事件 , 也 不 能 
用 经 典 集合 来 刻 划 。 通 过 第 一 童 的 学 习 ， 我 们 知道 像 这 样 的 
不 分 明 概念 所 反映 的 事件 可 用 FF 集合 来 表现 . 这 种 事件 我 们 
在 以 后 称 之 为 F 事件 。 因此， 上面 的 诸多 问题 所 涉及 的 是 求 
五 事件 的 概率 问题 。 
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例 2.1.1 设 基 人 为 办 旅游 事 表 1 
业 ， 对 某 地 一 个 特殊 的 夏天 ， 询 问 一 答案 | 答复 的 分 数 | 
些 旅 游人 的 意见 ， 意 见 分 为 三 类 “很 
胶 ”、“ 暖 ”及 “不 表态 ”， 询 问 结 果 见 SE 
表 一 。 不 表态 | 0.1 

显然 ， 每 一 份 询问 意见 表 是 一 次 一 一 一 一 一 一 一 
试验 ， 而 一 个 答案 是 一 个 试验 的 结果 。 因 此 样本 空间 8 是 明 
确 的 , 而 事件 集合 为 

7 (8)= {很 暖 ， 暖 ， 不 表态 }。 
其 中 每 一 个 事件 大 约 是 由 于 概念 的 膀胱 性 带 来 了 不 分 明 性 。 
如 “很 暧 ” 和 “ 暖 ” 二 者 之 间 就 无 明确 的 界限 ， 往 往 由 被 询问 
人 的 感觉 认识 来 决定 。 但 是 每 一 个 事件 又 具有 随机 性 ， 这 些 
随机 性 是 由 那些 变化 的 无 意识 性 产生 的 。 如 询问 结果 中 有 十 
分 之 四 的 人 回答 “很 暖 ”, 那 么 “很 暖 ” 这 一 事件 的 概率 为 0,4。 

由 此 可 网 ， 例 中 事件 是 不 分 明 的 ， 而 概率 是 明确 的 。 

例 2.1.2 撕 一 个 骨 子 ， 考 查 出 现 较 大 点 数 的 概率 ， 

在 扼 一 次 公 子 后 到 底 出 现 什么 样 的 点 数 这 是 事先 无 法 断 
言 的 ， 这 产生 了 随 视 性。 而 出 现 什 么 样 的 点 数 算 较 大 点 数 ， 
这 是 不 明确 的 ， 从 而 带 来 了 不 分 明 性 。 挪 一 颗 骨 子 出 现 什么 
点 数 是 关机 试验 ， 每 次 试验 一 定 会 出 现 一 个 点 数 ， 因 此 样本 
空间 8 是 明确 的 : 

QO={01 ,00 D4 05 0} 
其 中 w; 表示 7 点 ，i=1,2,…6。 所 关心 的 “出现 较 大 点 数 ” 
的 事件 ， 记 为 4， 是 8 的 一 个 子 集合 . 但 是 什么 样 的 样本 点 
属于 世上 多 ? 我 们 可 依照 第 一 草 已 集合 的 理论 ， 设 
4=0.5/04 +0.8/0s + 1/we, 
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其 中 分 子 夷 示 隶 属 度 ， 如 0.8/ws 表示 “五 点 ” 隶属 于 “ 较 大 

点 数 ” 的 程度 为 0.8。 : 

有 了 以 上 分 析 ， 可 见 我 们 关心 的 是 pd) 为 何 。 其 中 总 

是 给 定 的 ， 即 对 于 2 的 元 素 @ 其 隶属 于 4 的 程度 4(x) 是 已 
知 的 。 


$2 事件 


在 经 典 概率 论 中 ， 随 机 事件 是 用 集合 来 刻 划 和 的。 但 在 下 
概率 论 中 ， 一 个 随机 事件 显然 用 王 集合 来 表现 。 随 机 试验 的 
概念 和 经 典 概率 论 的 概念 一 样 ， 它 应 该 在 相同 条 件 下 能 重复 
地 进行 ， 每 次 试验 的 可 能 结果 不 止 一 个 ， 并 且 能 事先 明确 试 
验 的 所 有 可 能 结果 ; 最 后 是 在 进行 一 次 试验 之 前 不 能 确定 哪 
一 个 结果 会 出 现 。 试验 的 一 切 可 能 结果 w 之 集 , 称 为 样本 空 
间 ， 记 为 8= (o)。 

一 试验 中 , 除了 这 些 最 简单 的 事件 (元 素 w 的 单个 事件 ) 
以 外 还 有 其 它 的 随机 事件 ， 例 如 在 81 例 2.1.2 中 “ 较 大 点 
数 ? 也 是 一 个 随机 事件 ， 它 是 由 “出 现 4 点 ?>、“ 出 现 5 点 “出 
现 6 点 ”这 三 个 最 简单 的 事件 所 组 成 ， 并 且 在 “出 现 4 点 ”时 

“ 较 大 点 数 42” 发 生 了 ， 但 却 只 有 0.5 的 程度 隶属 于 4。 同 
样 , “出 现 5 氮 ? 时 4 发 生 了 ， 但 隶属 的 程度 为 0.8; “出 现 6 
成 ”时 隶属 于 4 的 程度 为 1。 因此 ，4 和 4 所 含 的 最 简单 事件 之 
出 现 确定 了 妇 的 发 生 ， 但 伴随 一 个 隶属 程度 4(w). 汶 显然 是 
一 个 五 集合 ， 我 们 称 这 样 具 有 随机 性 的 已 伐 合 为 一 个 不 分 
了 明 事 件 ， 简 称 己 事件。 

下 事件 是 一 个 已 集 合 ， 因 此 万 事件 间 的 运算 关系 亦 如 忆 
集合 的 运算 关系 一 样 ， 不 再 一 一 叙述 了 ( 见 第 一 章 )。 
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设 样本 空间 为 82， 其 元 素 为 w，&= (ww). 8 上 一 切 下 集 
合 的 全 体 记 为 .多 (8)。 并 设 4,BEF (8). 

定义 2.2.1 设 卫 事件 4 如 ES8 (2)， 若 对 于 任意 的 
wE8， 有 碌 (w) 三 8B(w)， 则 称 记 事件 和 4 全 于 BB 或 说 如 包 
含 4 ,并 记 作 CB。 若 对 于 任意 的 wE28 有 4(w)= B(w)， 
称 两 个 下 事 年 4 与 BB 相等 ， 并 记 作 444= 8. 

少 表 示 隶 属 函 数 恒 为 0 的 事件 ， 称 dg 为 不 可 能 事件， 用 
2 表示 隶属 函数 便 为 1 的 事件 ， 称 8 为 必然 事件 。 由 和 只 是 
F 事件 的 极端 情形 . 

定义 2.2.2 两 个 玉 事 件 4、8B8 的 并 、 交 及 道 事 件 44U 
如 、4 站 B 及 4 分 别 由 隶属 函数 

(A4UB)(w)=A(w)VB(w)= max(A(w), Bl)), 

(4n 呈 )(o) =4o) 人 BCo) = min(A(w),B(w)), 

A‘(w)=1- A(w) 

确定 。 

由 此 可 见 ，F 事件 的 理论 实际 上 就 是 下 集合 的 理论 ， 为 
了 给 出 事件 的 概率 我 们 必需 给 FF 事件 下 一 新 定义 ( 见 § 3). 
但 目前 有 关 F 集合 理论 的 内 容 足 可 以 用 来 研究 事件、 由 第 
一 革 可 知 由 8 产生 的 .多 (8) 形成 一 个 c 软 代数 。 下 事件 的 运 
算 为 逐 点 对 隶属 函数 作 运 算 。 从 而 王 事 件 与 集合 间 形 成 一 
一 对 应 关系 ， 列举 如 下 : 


F 概率 论 下 集合 论 
样本 空间 2 = (w) 论 域 卫 = (x) 
基本 事件 @ X 的 元 素 x 
F 随机 事件 和 万 集合 么 
不 可 能 事件 0 
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必然 事件 2 1 


鸡 与 如 同时 发 生 ，ANMB A 人 NB 
种 的 逆 事 件 4° 4 
要 发生 A(x)>0 


由 于 以 上 原因 ,在 许多 场合 用 集合 的 语言 叙述 显得 简 
练 而 自然 。 
定义 2.2.3 两 个 下 事件 和 44、B 称 为 互 扩 的， 如果 对 任 
意 oOGE& 有 
4o) 人 2(o) = 0。 
这 个 定义 说 明 对、 如 互 斥 ， 则 4 如 的 隶属 函数 4(w)、 
好 (o) 在 每 一 点 w 不 可 能 同时 不 为 0 
例 2.2.2 设 8={a,b,c,d,e}， 而 设 
要 =0.8/at+0.6/b+0.2/c, 
B=0.5/d+0.9/e, 
那么 和 4 与 B8 是 互 斥 的 。 事实 上 ， 可 由 
A(a)N\B(a)=0, A(b)ANB(b)=0, A(c)A\B(c)= 0, 
A(d)ANB(d) =0, A(e)A\B(e)=0 
及 定义 2.2.3 得 出 4、B 为 互 斥 的 下 事件 。 
定义 2.2.4 车 委 ;，i=1,2,… 为 FF 事件 ， 如 果 对 任意 
的 oE&， 有 
Ai(w)N\Ai (Ww) =0, 1), 1,7= 1 2，… 
则 称 {4; ,i = 1,2,…} 两 两 互 斥 。 


$3 公理 结构 
经 典 概 率 论 的 基石 是 人 onxoropos 的 公理 , 它 给 出 了 随 
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机 事件 与 概率 的 公理 化 结构 . 我 们 目前 的 任务 是 研究 F 事件 
的 概率 , “概率 ”一 词 的 意义 是 明确 的 ， 应 遵从 Konxxoropos 
的 公理 ， 但 是 下 事件 却 是 经 典 事件 概念 的 一 般 化 ,因此 就 必 
须 改 造 K 人 onmoropos 公理 。 为 了 方便 ， 我 们 先 介绍 及 ozxxo 一 
ropos 公理 ， 然 后 将 其 推广 至 下 集合 。 

设 8 为 任 一 空间 , 状 为 吧 的 某 些 子 集 组 成 的 集 系 ， 满 足 

1) EN; 

2) Ai EX, i=1,2,… 则 UAiEx; 


3) AEYH 则 A* EH 
则 称 .% 浪 8 上 的 o 代数 或 完全 可 加 系 , 又 设 P(4) 为 对 4E .3 
定义 的 集 冰 数 ， 满 足 

4) 0&<P(A)<1; 

5) A:NMA;=8, ii, 171=1) 2 且 A;, A; EY 


则 P( U4; )= > P(A 


6) P(Q)= 1, 

如 此 的 PC4) 称 为 4 的 概率 ，4 称 为 随机 事件 ，8,%,P 一 起 
(8, 光 ,P) 称 为 颁 率 空间 ， : 

这 就 是 Korxxoropos 公理 。 对 于 下 集合 来 说 如 上 上 的 F 集 
系 可 构成 o 软 代数 。 由 于 已 集 合 是 经 典 集合 的 一 般 化 ， 从 河 
使 我 们 考虑 使 用 o 软 代 数 ,得 到 事件 概率 的 公理 体系 如 下 : 

设 8 为 任 一 空间 ，. 炙 (8) 为 8 的 了 集合 族 ， 满 足 

(1)》 1G .Us; 

(2) 若 AiEZ ,i1=1,2,… 则 V4;€EF， 


(3) 若 4EY， 则 4 =1-4E78。 
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又 设 映 射 记 ;多 一 [0,1]， 满 足 


(4) 方 (1) = 1 
(5) 0<P(A)<1; 
(6) 车 要 ; E.F， 1=1,2,.…, 目 A4 作 4;=0， ts 羡 1y 


?7 二 1,52,…， 则 


p( Vy 4 ) = 4,). 

称 8 的 元 素 为 基本 事件 ，4 为 已 事件 ， 罗 为 了 事件 域 , 己 为 
定义 在 .多 上 的 概率 ， 思 (4 ) 为 了 事件 4 的 概率 . 称 (8,.F， 
狂 ) 为 不 分 明 事件 的 概率 空间 ， 或 了 概率 径 间 。 

注意 ， 这 里 礼 (4) 是 由 太子 集 总 的 隶属 函数 4(。) 所 确 
定 的 概率 ， 即 

方 (4(x))， VE 

这 个 公理 体系 首先 由 E。 P。Klement 提出 ,后 经 多 人 
修改 ， 特 别 是 1982 年 P。Sments 的 修改 . 他 提出 用 下 面 的 
《6“ ) 代 换 (6)， 

(6 ) 对 一 切 4,BSE2， | 

PAVB)+P(AN\B)= P(A4)+ $B), 

但 (6/) 比 (6) 更 强 。 公 理 形式 也 有 多 种 形式 ， 如 上 面 之 (4) 至 
(6) 更 改 为 下 而 之 (下) 至 (VW): z 

(NW) (0)=0 8 (1)=13 

(V) P(AMAVB)+P(AMANB)= P(A)+P(B); 

(下 ) 和 若 4C4c…C4C… 则 


B(V 4,)=supB(4,), 
这 里 对 每 个 «E50,1], wa 表示 一 个 了 事件 ,对 每 一 个 ESg9， 
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它 的 隶属 函数 值 为 a. 
当 4= 4 时 ， 显 然 有 
P(A)= P(4) 。 
例 2。3.1 设 8={a,b,c}, 则 8 的 一 切 子 集 之 集 % (8) 
共 含 有 2 个 元 素 。 即 
HR)= {9,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},2}. 
车 指定 
Pla)=0.2; P(b)=0.4; P(c) = 0.4。 
则 由 概率 性 质 得 出 
$a,b}) = 0.6， 
这 是 众所周知 的 事情 。 但是， 在 此 若 取 隶属 函数 的 值 集 为 M 
={0,0.5,0.8,1} 时 ， 则 可 得 一 切 F 子 集 族 共有 4* = 64 个 F 
子 集 。 假定 a,5,c 各 目 发 生 的 概率 仍 是 0,2，0.4 及 0.9。 那 
么 如 何 求 出 一 个 王 事件 的 概率 呢 ? 如 
A4=0.5/a+0,.8/b+1/ec 
怎么 计算 人 妆 (4)? 虽然 0.5 及 0.8 是 [0,1] 中 的 数 , 但 是 它们 
是 a,，b 隶属 于 集 4 的 程度 ， 不 是 概率 。 
读者 不 难 验证 ,2%(2) 是 一 oa 事件 域 , 而 8 的 一 切 F 子 集 族 
多 (8) 是 一 0 软 代 数 ， 这 可 妨 照例 1.2.9 的 方法 来 验证 ， 


8$4 概率 的 赋值 
利用 概率 的 公理 定义 便于 进行 理论 性 的 研究 ， 但 对 一 个 
具体 问题 却 无 法 给 出 一 种 计算 方法 。 这 种 具体 的 定义 ， 我 们 
称 为 概率 的 赋值 法 。 早 在 1968 年 Zadeh 给 出 FF 事件 的 概率 
定义 ， 为 了 说 清 定义 的 实质 ， 先 从 经 典 概率 论 中 的 随机 变量 
的 数学 期 望 谈 起 。 
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随机 事件 4 与 经 典 集合 4 等 同 , 当 对 经 典 集 引 入 特征 函 
数 I4 后 ，I4 与 4 等同, 从 而 将 特征 函数 74 看 作为 一 个 取 值 
为 0 与 1 的 随机 变量 。 


4 


和 


| 0 P+9g=1, p>0, 4 宇 0。 
p 9 


ElTs=1xp+0xgq=p=P(I4= 1). 
BI P(A)= EI。 

若 设 经 典 概 率 空间 为 (8 ,%,P) .所谓 4 为 一 个 随机 事件 
是 指 4E.X， 其 上 一 个 随 机 变量 E 是 8 上 的 一 个 映射 £E: 8 
->R， 并 且 关 于 % 可 测 , 即 对 于 直线 R 上 任何 一 个 a ER 有 

{olE(0)<a} EY, 
它 等 价 于 

{wl|é(w)>a} EY. 
因此 ， 一 般 好 说， 任何 一 个 随机 事件 4， 

P(4) = E14= | rod 

其 中 积分 是 Lebesgue-Stielljes 积分 。 可 见 一 个 随机 事件 
4 的 概率 P(4) 是 4 的 特征 函数 I4 的 数学 期 望 。 按 照 这 种 思 
考 方法 ， 我 们 具体 定义 事件 4 的 概率 户 (4)， 

设 (8,%,P) 为 一 经 典 概率 空间 ， 光 为 一 o 事件 域 。4 为 
8 上 的 一 个 FF 事件 .而 旦 4 的 隶属 函数 A4(。) : 8 一 [0,1] 关 
于 光 可 测 。 

定义 2.4.1 F 事 件 4 的 概率 户 (4) 定 义 为 

BCA) = | 4codPcn 
当 Q={xisxss'}, 有 PP (xi)=p;, 1i=1, 2, .> 
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Dp =1， 如 >0 时 ， 则 
(A) = >, Alxi) pis 


车 8= {x}, FF 事件 4 的 隶属 函数 4(x) 有 概率 密度 区 数 (x) 
时 ， 则 
BA) = {A(x)f0x) dx, 


显然 ， 当 妇 为 非 不 分 明 时 ， 户 (4) = P(4)， 
特别 我 们 可 取 吕 = R"。 此 时 ， 概 率 空间 为 (R". 乡 ,P)， 
这 里 侈 是 R" 的 一 切 Borel 集 域 ，P 是 概率 . 称 R" 上 的 一 个 
Borel 可 测 的 下 集合 为 王 事件 。 因 此 乡 ,(R")(R" 上 一 切 F 
事件 的 全 体 ) 中 的 瑟 事 件 和 4 由 和 (x)，R" 习 [0,1]J 给 定 , 如 此 
若 乡 1 ,1] 是 L0,1] 内 Borel 集 族 ， 凡 (9 罗 r 0)E5 肛 . (在 
[0,1] 上 的 Borel 集 的 逆 像 是 R” 中 的 Bore1 集 )。 更 精确 地 
说 ， 若 对 任何 wcE[0,1] 有 {xER" 4 三 crE 字 .至 于 才 的 
概率 户 (44)， 应 为 
B04)= ,h(x dp). 


上 述 概 念 的 引入 显得 自然 合理 。 我 们 在 此 仅 对 吕 = R" 的 
情形 进行 讨论 ， 至 于 一 般 的 8 可 根据 fF 集合 的 表现 定理 类 似 
讨论 。 

定理 2.4.1 邻 .多 oo(R") 是 尺 " 中 一 切 瑟 事件 之 集 ， 则 
《有 ,9 乡 5R D) 态 ) 是 下 概率 空间 。 

证 我们 必须 先 证 明 .多 (CR") 是 一 个 卫 事 件 域 。 

设 44，B EGF,(R")， 则 么 VB，4 八 BE.F,(R"), 这 是 
因为 z 3. 
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{x| (4\VB)(x)>a}= {x|A(x)>a} U{x|B(x)>0}, 
{x (A 人 NB) (xa} = {x 14 (x)>a}f {x Br)S>e}. 
另外 ， 由 于 R" 是 属于 人 多 的 ， 所 以 1€.F 5(R"), 和 且 当 4E 
.多 (CR") 时 。 因 为 
{xl(1— A)(x)=a} = {x 142) <1i-a} eg, 
从 而 1- 六 E 多 CR)。 所 以 多 boCR") 是 忆 事 件 域 。 
现在 我 们 来 证 明 祖 是 一 个 概率 . 
(1) 因为 PC(R")=1， 所 以 P(1)=1.， 
(2) 因为 4 EF sb(R") 时 ，0< 4 (z) 运 1， 故 0 入 人 (4) 
<1。 
(3) ee a ee )， 两 两 互 斥 ， 则 
p(V4 六 A:) (dP(x) 


I sup{ A Cx)}dP(x) 
3 


其 中 8S; ={xj4i(x) 沁 0}， 显然 S1ER"， 且 Si Sj=6。 又 
因 V SicR", 当 XER"— V Si 时 ， Ai(x)=0, 


由 (1)~(3) 证 得 户 是 .F(R") 上 的 概率 . x (R", 
多，《R"), 户 ) 为 FF 概率 空间 。 

为 了 明了 (3) 中 的 证 明 思 路 ,我 们 用 有 跟 的 只 及 两 个 卫 事 
件 4 及 8 来 说 明 . 此 时 (3) 成 为 ，A4、BEF,(8), 4N B=94， 
风 
疡 (4UB)= 亡 (4)+ 方 (好 )。 
我 们 来 证 明 它 是 正确 的 。 因 为 


PBA)= > Alxi)p:, BB)= ,B(xi)t: 


t=1 


而 
BAUB)= > h(x) VB 


因为 4 人 i=9， 即 AC(xi)ANB(xi)=0, XiE 旭 ,所 以 对 任意 
Xi 有 
A(l(xi)VB(xi1) = Al(x:;) + B(xi) 


由 于 
和 (xi)>>0 则 Bri)=0， 
B(xi)>0 则 4A(xi)=0, 
所 以 


PAUB)= > (Axi)+ Bx:)) Dp; 


f=1 


一 之 4x)p; 不 > B(x)p: 
= (4)+P(B), 


这 个 定理 说 明 经 典 的 概率 空间 (R" ,人 ,P) 可 扩张 为 F 概 
率 空间 (R" ,F(R"), 户 )， 并 且 指 明了 概率 户 (4) 赋 值 的 合 
理性 ， 

例 2.4.1 向 一 个 目标 进行 射击 直至 击 中 为 止 。 设 各 次 
射击 是 相互 独立 的 ， 每 次 击 中 目标 的 概率 为 p。 但 是， 射击 
了 不 多 几 次 就 击 中 了 目标 ， 试 求 其 概率 。 

解 ” 设 以 4 表示 “射击 了 不 多 几 次 就 击 中 了 目标 ”, 且 

44=1/1+0.8/2+0.6/3+0.4/4. 
按照 定义 ，4 发 生 的 概率 为 
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PB(h) = FAs) = Alb) 
ee 8(1- p)p+0. 6(1— pb) 了 
+0.4(1 一 力 ) 力 。。 
例 2.4.2 已 知 某 种 产品 的 次 品 : 率 为 0.01， 从 中 任 取 
100 个 。 针 作 本 全 局 放 风 庆 十 本 有 区 属 ， ， 如 表示 “所 取 的 
产品 大 约 有 4 个 次 品 ”: 
4=1/e+1/1+0.8/2+0.5/3， 
B=0.6/2+1/3+ 1/4+1/5+0.6/6, 
试 求 宛 (4) 及 (8)、 : 
解 ” 设 p; 记 100 个 产品 中 怡 有 i 个 次 品 的 概率 ， 
pi=C100(0,.01)' (1 一 0.01)100 1， 
1=0， oy … 100、 
接 F 概率 的 定义 ， 有 
P(4)= A(0)Po + LL)p + A(2)ps 十 鸡 (3) 
=0.37+0.37+0.8Xx0. 18+0。 5x0.06 
=0. 91, 
(8B)= B(0)po +B(1)pi + B(2)p: + B(3)p, 
+B(4)p,+ B(5)ps + B(6)pe 
=0+0+0+0.6x0.18+0.06+0.02+0.003 
+0.6x0.0005=0.21, 
其 中 
~ po=0.37, pi1=0.37, p,=0.18, ps=0.06, 
ps4=0.02, ps=0.003 p,=0.0005。 
例 2.4.3 对 某 地 区 进行 普查 ， 得 慢性 气管 炎 的 发 病 率 
如 下 ， Re 
“5 


年 令 分 组 .2 发 病 率 (%)。 


15 岁 以 下 ， 2.8 - 
15 一 25 岁 3.7 
25 一 -35 岁 5.0 
35 一 45 岁 7 .6 
45 一 55 岁 11.0 
55 岁 以 上 14.2 | 
设 FP : 和 
"= 二 a : 
A 


分 别 求 出 该 地 区 “青年 及 “老年 > 人 患 慢性 气管 炎 的 概率 。 

解 “青年 ”人 患 慢性 气管 炎 的 概率 为 、 

1x0.037+0.6x0.05=0.067; 
“老年 ”人 患 慢性 气管 炎 的 概率 为 
0.142x1+0.3x0,11=0,.173, 

例 2.4.4 菜 物 体 的 长 度 为 a。 现 用 一 个 仪器 去 测量 , 设 
无 系统 误差 ， 测 量 的 方差 为 : (c>0)， 且 “测量 的 结果 在 a 
的 附近 ”的 隶属 函数 为 

加 (Cx-a)” 
A(x)=e 6& ， 
试 求 其 概率 。 其 中 5>0 为 一 适当 选择 的 参数 。 
解 ”根据 概率 统计 的 知识 和 题 设 ，x 的 分 布 密度 函数 为 
(x-a)? 


6 
由 五 概率 的 定义 知 


> e 并 日 和 寺 


Re 
2r G 


(A) = | A fx) dx 


故 
二 1 o0 (Xa)2 本 (x-0)? 
P(A4A)= | b ee 202 dx 
1 oo (x-a)2(2c2+0) 
= V7 | 2b0? dx 
A 
20*:+b 。 
例 2.4.5 设 4 一 R+， 其 隶属 函数 为 
x 
A(x)= 1 ED 0 和 YXY< 和 2， 
0 ， 2< Xx。 
而 R+ 上 概率 分 布 函数 为 
F(x)=1-e .”*, xER+., 
求 户 (A). 


解 因为 fx) = F’ (x), 故 
fx) = .42) -ov XxX 宇 0。 
dx 


由 定义 
B04)= {1A (x)dF (x) 

2 
| 
=| 4 2 )e dx 
el 

2 十 5 =0.567。 

例 2.4.6 设 


E, = {a,b,c}, 
E, = {a,8,7,6}.。 
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考虑 EE, x E, 上 的 不 分 明子 集 &@， 其 隶属 画 数 见 下 表 (a)。 其 
在 EXE, 上 的 概率 分 布 为 P(x,y)， 如 下 表 (5) 所 示 。 


家 (qa) 表 (5) 
Gx,y) a 8B rr 6 P Ia 有 y 6 
a 0.8 1 0.2 0.4 a i0 0.06 0.10 0.11 
6 0.9 0 0.5 04.5 b 10.08 0 0.15 0.06 
ce 0.1 0.8 0.6 0 C 1i0.04 0.10 0.08 0.22 
求 记 (GQ). 
解 ” 由 定义 


PB(Q)= > >,y)» Plx,y) 
* > 


=0.8x0+1x0.06+0.2x0.10 
+0.4x0.11+0.9x0.08+ 
Ox0+0.5x0.15+0.5x0.06 
+0.1x0.04+0.8x0.10+0.6 
x0.08+0X0.22 
=0.469。 
由 以 上 定义 及 诸 例 中 可 见 ， 焉 事件 4 的 概率 户 ( 息 ) 表 示 
R" 具 有 不 分 明 性 质 和 4 的 程度 ， 相 应 实验 是 对 或 多 或 少 属于 攻 
的 元 素 x 的 随机 选择 , 每 次 试验 给 出 一 个 隶属 函数 值 4(x)。 
从 而 4(x) 反 映 关 于 事件 4 的 意义 下 的 不 分 明 性 ， 户 (x) 是 关 
于 x 的 发 生 的 随机 性 。 因 此 ， 可 以 仿照 经 典 概 率 的 统计 定义 
给 巨 (4) 赋 值 为 
lim = 委 ; (x) 


es 2 7 I 
其 中 ?为 实验 的 次 数 ，xER"。 因 而 可 以 把 方 (4) 解释 成 R” 
中 “属于 ?4 的 元 素 的 浓度 。 
» dB * a 


由 于 通常 的 交集 、 并 集 的 运算 在 下 集合 可 扩张 为 隶属 落 
数 的 最 小 和 最 大 运算 。 虽 然 Bellman 和 Giertz 证 明了 在 某 
些 适 当 的 条 件 下 ， 最 大 和 最 小 运算 是 合适 的 〈 见 张 文 修 
.140)， 但 可 不 局 限于 此 ， 有 多 种 讨论 方法 , 因此 F 事件 的 
概率 也 将 从 各 种 不 同 的 角度 进行 研究 ， 特 别 值 得 注意 的 是 从 
F 测度 来 研究 FF 概率 的 情形 。 


3 5 了 事件 的 概率 的 性 质 
设 经 典 概率 空间 为 (R" ,号 ,P)， 瑟 概率 空间 为 (R"， 
FAR)P), A BETF (AR"). 
性 质 1 户 (0) =0。 
证 “9EFb), “(0)=0. 
车 4cB8 则 户 (4)< 记 (8B8). 
“ACB .vxE€ R", 有 和 A(x)<B(lx), 


5(4)=|, pp a =P(B). 


性 质 3 户 (4°)=1- 户 (4)， 
证 … A“(x)=1- lx)， 故 


C4) =| 40DdP(D = | rll- ACx) JP) 


辣 


下 汪 


=1- | .4CodP(z) =1-Z(4)。 


性 质 4 PP(4UB)+PANB)= P(A)+ PB). 
证 P(A4UB)+ P(ANB) 


= | .4 UB) (dP (x) + | 14NB) Cx)dP(x) 
= | .C4 (x)V Bx)) dP) 
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| (Mx)ABCr)) dP(x) 
[ ee 
+ | min(4 (x) ,B(x))dP(x) 
= | ,LA40x) + B(x)JdP(x) 


=| .4CDdP(CO+ {a Br) dp) 


= P(A) +P(B). 
例 2.5.1 设 R"={x,,x,}, 日 


Plx,)= P(x )= 3. 


4=0.2/x1+0.4/xs, B=0.6/x; 二 9.37 2 
则 


D040 Gd + 0.4X -=0.33 


PIAANMDBISDO0.0 NK . 


] 了 应 
2 0 3 2 “0.253 
(4 UB)=0.4x +0.6x -= 


故 P(AJB)+P(ANB)= P(A) + BB). 
性 质 4 不 难 推广 至 多 个 囊 件 ， 
PlA1+As+4s)= PA) +P A,) + D(A,) 
- P(A.NA,.)- P(A.NA,) 
-P(ANA,) 
tPAINA,NA,). 
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一 般 地 说 
B(U 4:)- TP (A)- SPANAI +. 


+(-D"P( NN 4) 

性 质 5 设 4/， 女 :，… 为 R" 上 的 F 事件, 且 4in 4， 
= 内 jk j,kh=1, 2, 又 () 4i=R", 则 这 $B (4 2) 
= 1。 ' 

证 ”对 于 任 一 R” 中 的 元 素 x， 总 存在 某 个 i 有 女 ;(x) 
= 1， 且 对 于 任意 j 关 i 使 和 4;(x) = 0。 于 是 对 R' 的 任 一 元 素 
X9 有 之 4i(xz)=1。 因此 


之 站 4)= 六 | 4,codP( 
= | BDA)dP x) 
= BB(R")=1, 
性 质 6 设 4 1， 叉 :，… 为 尺 " 上 的 FF 事件 ， 则 


P(U 4:)<> 4,). 
证 因为 四 
z( U 41)= | .VA dP(x) 


SPA = Dnk, (dps 
= | D4)dP(x) 


“Dl 


当 a€[0,1]，bE[0,1] 时 ， 《aVb) 夺 (a 荆 b), 所 以 
V 4i(*)<2, 41(x) 


从 而 
BP(U 4:)=[,V hap 


<|， k 之 4 (x)dP(x) 
,PA i)。 


注 互 事件 间 运 算 关系 中 用 隶属 度 之 最 大 最 小 运算 定义 
了 并 及 交 运 算 。 但 亦 可 将 其 考虑 为 代数 和 与 代数 积 运算 ， 
定义 2.5.1 在 .多 (28) 上 定义 田 和 运算， 它们 由 
(ABB)(x)= AC(x) + B(x) ~ A(lx)» B(x) 
(A. B)(x)= A(x).»。 B(x) 
分 别 确定 ， 称 为 4，B(E.F (8)) 的 代数 和 及 代数 积 ， 
不 难看 出 ,对 于 {0,1}, 运 算 @@ 和 。 分 别 与 V 和 入 相同 。 
定义 2.5.2 在 (8,F(8), 国 ,，, c) 上 一 个 下 事件 4 的 
概率 已 (4) 同 定义 2.4.1 的 一 样 。 
在 这 个 定义 下 ， 关 于 概 率 的 这 几 个 性 质 仍 能 成 立 。 特 
别 是 
PIADB)= (A)+P(B)- P(A .BB)., 
事实 上 ， 由 定义 有 
P(A®B) =| (4@®B) (x)dP 
-| 5A) + B(x) (4. B)(x)IdP 


= | 4(x)aP | BaP 


| (4 . B(x )dP 


= 祖 (4) +(B)~-P(4: 8) 
例 2.5.2 对 于 例 2.5.1 之 女 、 好 有 


BA B)= (0.2x0.6) x +(0.4X0.3) x 均 


= 二 (0.12+0.12) =0.12， 


方 (4 四 B)=0.3+0.45- 0.12=0.63。 
直接 由 定义 亦 可 得 出 


BADB)=[0.2+0.6~-0.2x0.6jx- 


+[0.3+0.4-0.3X0.4]x 一 


=0.63。 


$ 6 五 事件 的 广义 概率 


1982 年 P。Sments 将 Zadeh 的 定 义 作 了 推广 . 

设 刀 是 按照 它 的 隶属 函数 4(x) 在 非 F 集 了 X= {x} 上 定义 
的 一 个 五 集合 。 又 设 P(x) 是 在 X 上 定义 的 一 个 概率 测度 。 

设 符号 + 和 。 表示 语意 并 与 或 运算 子 ， 表 征 两 个 F 集合 
的 并 与 交 ， 它 们 由 服从 下 面 性 质 的 8 和 上 & 算 子 所 给 定 : 

Pis (4° B)(x)=h(4(x), B(x)); 

PpP,; (A+B)(x)=k(A(x), B(x))) 

Pas: h(x, »)ELO,1.; 

P,: klx, y)ELO,1j; 

Pss h(x,y)= h(y,x) 

Po: (4° B).° C=4°(B° 0)s 
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Py: hlx, yy)+ k(x, »)=x+ys 
Pa: h(x, y)Emin(x, y)s 
Po 若 hlx,y)=0 则 min(x,y)=0。 
定理 2.6.1 hh(1,x)=xX. 
证 若 11,x)<x， 由 了 得 Rl,x)>1， 这 与 P4 相 有 巴 
盾 ， 得 证 h(1,x)= x。 | 
读者 不 难 验 证 ， 当 取 + 和 。 分 别 为 V 与 人 运算 时 ， 骨 
h(x,y)=x/N\y; k(x,y)=xVy。 
而 当 分 别 取 为 代数 和 名 和 代数 积 。 运 算 时 ， 则 
hlx,y)=xy; k(xX,y)=x+ yy- xy, 
设 函 数 g: [0,1]-~>R， 单 调 不 减 且 9(0)=0,9(1) =1。 
定义 2.6.1 F 事 件 4 的 概率 


训 CA | ,gc& x))dP (x) , 


显然 Zadeh 的 五 事件 和 4 的 概率 为 其 特殊 情形 . 

定理 2.6.2 《(X, 级 ,(x), 户 ) 为 f 概率 空间 。 

证 ”只 要 验证 六 (4) 满足 kolomogoroff 公理 即 可 。 
显然 

1) 0<P(4)<1; 2) BD= 1 

3) 大 44CX,， BCX, 且 4。B={9$}, 则 

P(A+B)= P(A)+P(B). 
事实 上 ， 因 为 4。B= {98}, 则 对 任何 xESX 有 
(A°。 B)(x)=h(A(x), B(x))=0, 


及 A(x) 八 B(x) = 0( 由 Ps)。 设 Xa={x| 息 (x) = 0}， Xp= {xl 
B(x) = 0}， 于 是 羡 = XatX8o 对 任何 - YX 和 EX Xe 有 (时 + 
B)(xz) = 0( 由 P,,P。)。 如 此 g[(4+ 好 )(x)]=0。 当 xEX4 时 ， 


ee bd 。 


(A+B)(x) = B(x);y 当 xE Xs 时 ， (六 二 吕 )(x)= 4(x). 于 是 
P(4)= | o(4(oO)dP(oO= | ord(z)aP(z》 
D4 “8 : 


本 | o[(4+ B)(x)JdP(%). 


如 果 dz)>>0， 8 只 要 假设 B(x) =0， 郧 xERa. 类 似 可 得 
PF(B) = | oL CA+ B)(x)IdPex) 
8 
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2.7.1 下 事件 的 条 件 概率 ， 

事件 的 条 件 概率 可 以 像 经 典 的 条 件 概 率 一 样 来 定义 。 
并 且 仍 用 记号 要 1B 表示 在 已 知 如 发 生 条件 下 委 4 发 生 这 样 的 
有 事件 。 在 定义 1.6.1 的 基础 上 定义 驴 | 恕 的 概率 。 

定义 2.7.1 当 户 (8)0 时 ， 比 值 


P(A4 .8B)- 
PF(B) 


称 为 在 已 知 下 事件 召 发 生 条 件 下 五 事件 翅 发 生 的 报 率 ， 记 
作 儿 (4]B)。 
我 们 首先 证 一 个 引 理 。 
引 理 着 丸 、B 非 空 ， 则 丸 介 尼 = 9 与 和 4 ， 避 = 9 等 价 . 
证 先 证 4NMB8=98 字 4， 如 =$。 因为 : 


。: 5 每 3 。 


(ANMNB)(x) = A(X) 人 B(x) = 0, 
当 4(x)>>0 时 ， 则 B(x) = 0， 
当 吕 (x) 盖 0 时 ， 则 4(x) = 0。 
所 以 A(x)。， B(x)=0, 即 4.B=v. 
再 证 4.，B=9$>4NB=9. 
因为 六 ， 妆 =%b 有 
4A4(x) »。 BCx) = 0， 
此 时 和 妇 (x) 与 B(x) 中 至 少 有 一 个 为 零 。 铬 (x) = 0, 则 B(x》 
0 若 BCx) =0， 则 和 4(x) 宇 0。 从 而 
A(x)A 人 人 B(x) = 0， 
即 4NB=$. 
定理 2.7.1 大 4 门 B=$， 则 
PIANMBIC)= PANIC +P(BIC) 
证 因为 4n 妨 = 所 以 4 ,只 = 办 于 是 
(A4.0C). (B.C)=¢. 


PL(A: QU(B: QJ=P(AM .C+PEB. C0) 
但 是 z 
(4 CUB CC)=(4UB).C 
所 以 
PLC(AUB). C=P(A. QC)+PB. 0) 
由 于 万 (CE) >0， 故 等 式 两 端 同 除 户 (C ) 得 
EC4U8B)。C] _ PIA: CL) _ PB KC) 
Pp(C) (CQ) PB(C) 
即 P(AUBIC)= P(AIC)+ PCBIC). 
定理 2.7.2 方 (CjC)=1 


证 因为 
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一 一 一 一 一” 一生 一 一 一 一 全 一 一 一” 


4(91k)= ~ BO) = POY =1 
定理 2.7.3 0 入 Z(418) 入 1。 
证 因为 ”0 委 4(x) 委 1， 所 以 
0<(A. B)(x)= A(x) x B(x)< B(x)., 
从 而 
0<P(A4. B)<P(B) 
两 端 同 除 户 (B) 得 0<P(41B)<1。 

从 以 上 三 个 定理 可 以 看 出 F 事 件 的 条 件 概 率 满 足 
Kolmogoroff 的 公理 ， 从 而 说 明了 定义 的 合理 性 . 下面 我 
们 用 例子 来 说 明 如 何 计算 条 件 概率 。 

例 2.7.1 设 

QO= {XxX Xs Xo Xs} 
P(x1)=0.1, P(x,)=0.3, P(xs)= 0.4, 
P(x, ) = 0， Plxs) = 0.2, 


考虑 
寺 = 0.8/xi+1/x2s +0.2/xs +0.9/x,, 
B= 1/x1 + 0.4/x, +0.6/xs +0.7/xs +0.8/xs 
于 是 


(A.B)=0.8/x:+0.4/x, +0.12/xs +0.63/x, +0/xs 
根据 概率 的 定义 很 容易 算出 

P(AM)=0.46, PB)=0.62, P(A B)= 0.248 
再 由 条 件 概 率 定义 有 
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PlBIA)= 二 党 了 过 了 = 人 =.0.539 


定义 2.7.1 中 的 记 ( 要 1B8) 亦 可 写成 
~ (4:B)(x)dF(x) 
P(A 1B8) ee 
| ,BaFCx) 
其 中 R(x) 为 定义 在 尺 上 的 分 布 函数 。 这 个 公式 运用 起 来 比 
较 方便 ， 
例 2.7.2 设 8=R+=[0,+%), 其 上 两 个 FF 事件 4,8: 


1- ,0<x<2, 
4(o=1 2 X22 
0， 2 一 xy。 
bp 
<x<2, 
B(x)= 2 5 Ox2 
| 0 ps 
又 设 在 Rt 上 定义 了 概率 密度 
f (x) = 人 =e 一， X 汪 0。 


现在 来 求 它 (和 |B8) 及 户 (B814)， 因 为 
(4 B)(x)= A(x).: B(x) 


( 多 和 
(1 *.), 0<x<2, 
多 


0 2<X 


故 有 
BC4)= | ,+47)dF(x)= | (1- EE)erdrt | 0 。e “dx 


ol? 1 - 2 
= 一 6 -ye “(x+1) 
0 0 


= -et+1+ 3-[3e-:—1] 


2 2 x2 
=| Se y e “dx 
1 .> 
={ 翅 。 (-x-D+ 二 eea+2z+2)} | 
0 
1 1 


1 1 
二 | 2 -+ x10]+- 寺 -x2 


Pl(BIA)=0.240. 
在 条 件 概 率 的 定义 中 ,我们 考虑 了 事件 (4nB) 为 
(4，B8)。 在 普通 集合 时 有 
ACB>ANB=4 
但 对 于 FF 集合 ， 则 
由 和 4CB 推 不 出 4 . B= 4。 
当 和 四 .如 =6 时 ， 显然 有 (41B)= 0， 
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2.7.2 Smets 的 条 件 概率 

当 我 们 考虑 Smets 的 广义 概率 时 ， 条 件 概 率 的 定 义 仍 
同上 面 一 样 。 阁 9(z) 是 单调 不 减 函数 ， 则 有 

定理 2.7.4 0<P(41B)<1, 

证 由 Ps 知 对 任意 的 xG&， 有 (4。 By By. 


因为 
0<gL(A.» B)(x)J<gLB(x)] 


0<&BP(4MA° B)<P(B) 
因为 疡 (4)>0， 所 以 
0<P(AIB)<P(B). 
定理 2.7.5 万 (2| 避 ) = 1， 
证 对 于 任意 的 XxE8H8， 有 B(x)=1。 由 Pi。 有 
(0 ° B)(x) = B(x) 


所 以 
P(Q° B)= (BB) 
于 是 / 
P(Q|1B)=1. 
定理 2.7.6 邻 4、.B,C 为 RR 上 三 个 F 事 件 ,4。B。C 
= {0}, 则 


PL(A+B)ICI= P410C) + (BIQ). 

证 限制 于 空间 C={x:QCx) 之 0} 之 F， 应 用 可 加 性 公 
理 即 可 得 证 ， 

需要 注意 ， 若 h(x, y) 等 宕 ， 正 如 同 没有 代数 积 最 小 运 
算 子 的 情况 一 样 ， 记 (414)=1。 

对 于 条 件 概率 户 (418)， 按 照 广 义 概率 的 定义 ,具有 如 
下 的 表现 ， 

P(A1B) = | gL 1B) (x)JdP (x) 
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其 中 
gL(AIB)(x)= gL(4° B)(x)1/gL Bx), 


dPlx| B)= gLBlx)1ldP(x)/B(B8), 
而 函数 g 是 一 个 单调 不 减 函数 ,g[(4。 好 )(z)]E[0,1] ， 且 
dP(x) 是 一 个 真正 的 概率 测度 ， 
者 9(W) 是 一 个 一 一 对 应 函数 ， 当 g(w) = 4 时, 能 够 定义 
一 个 条 件 隶属 函数 z 
(AIB)(x)=g (gL (A。 B)(x)1/g9( B(x))). 
表示 在 x 属于 B 的 情况 下 x 关于 4 的 隶属 函数 ， 记 为 
(A1B)(x)= (4° 8B)(x)/B(x). 
出 此 可 以 得 出 结论 ， 任 何 单调 不 减 函数 可 以 用 定义 2.6.1 来 
定义 一 个 下 事件 的 概率 。 
2.7.3 乘法 公式 与 独立 性 
不 分 明 事 件 的 独立 性 概念 完全 仿照 通常 的 独立 性 概念 来 
定义 。 从 而 使 得 由 条 件 概率 推导 出 的 许多 结论 ， 对 于 不 分 明 
事件 的 情形 照样 成 立 。 
定义 2.7.2 者 户 (418)= 记 (4)， 则 称 和 丸和 如 是 独 
站 的 。 
注 ”如 时 我 们 按照 通常 的 独立 性 定义 那样 , 定义 内 对 于 
总 独立 为 使 万 (41B8) = 方 (4) 成 立 。 那 么 ， 显 然 可 定义 如 对 
于 4 独立 ， 从 而 ， 可 定义 4 与 召 相互 独立 的 概念 ， 
定理 2.7.7 在 4 与 如 独立 ， 则 
P(A B)=P(A)P(B). (1) 


BAIB)= Br ，P(B)>0， 
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而 且 由 题 设 户 (418)= 户 (4)。 代 入 上 式 妈 得 证 。 

定理 2.7.8 若 户 (8)>0, 记 (4:B)= 记 (4)P(B), 则 
4 与 如 独立 。 

证 明 是 显然 的 。 

由 这 两 个 定理 可 见 ， 若 (4 如 ) 的 概率 等 于 44 的 概率 与 
B 的 概率 之 积 ， 亦 可 作为 4 与 BB 独立 的 定义 。 另 外 , 像 通常 
概率 乘法 公 寂 一 样 ， 称 式 (1) 为 不 分 明 事件 概率 的 乘法 公式 . 

例 2.7.3 设 和 X={xiyxasxayxasx6j， 


P(x1) = » P(xs) = 0- P(xs) = -本 ， 


1 
P(X,) = 0， P(xs) = -六 
| 


=1/x1+1/x,+0/xs t+1/x,+ 0/xs 
B= 1/x1+0/xs+1/xs +1/x,+ 0/xs. 
试 判 断 要 与 如 独立 
解 向 题 设 可 得 
(4. B)=1/x1+1/x,s 


所 以 
P(A B)= + 
(BY + +-0-= 了 于 
可 见 


P(4.:B)= P(A4)P(B). 
故 半 与 总 独立 。 

例 2.7.4 设 X= {x Xs ,Xs}, 
全 62 . 


Plx1)=0.2, P(x;)=0.7, P(xs) =10.1， 
A=0,.680/x1+ 1/x: + 0.130/xs, 
B= 0.240/x1+ 0.350/x, + 0.401/x,. 
我 们 来 判断 臣 与 如 是 否 独 立 。 
由 题 设 可 得 
(A.B)=0.16320/x,+0.35000/x, + 0.05213/x3. 
且 册 不 分 明 事 件 概率 可 得 
D(A)= 0,.849, BB)= 0.3331, 
P(A4. B)=0.2828. 
从 而 得 到 户 (4. 旭 ) = (4)(B)， 故 息 与 日 独立 。 
例 2,7.5 设 上 例 中 的 条 件 改 为 
P(x1)=0,5, P(x;)=0.1, P(xs) = 0.4， 
考虑 4 及 BB， 则 有 
B(A)=0.4920, PB(B) = 0.3154， 
P(A. 8B)=0.1374, 
于 是 
P(A)PBB)=0.1552# 0,.1374= P(A. B). 
所 以 站 与 如 不 独立 。 
顺便 指出 ， 在 条 件 概 率 及 独立 性 定义 中 使 用 (4 。8B)， 
而 不 用 4n 如 ， 原 因 在 于 采用 P(4nB8) 会 得 出 错误 的 结论 。 
如 在 例 2.7.4 中 ， 我 们 考虑 到 
(4mnB8)Cz)=4Cx)AN 人 BCGx) =0.24/x;+0.35/x， 
+ 0.130/xs. 
就 有 
PANB)=0,.24x0.2+0.35x0.7+0.13x0.1 
= 0.306， 
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它 不 等 于 0.2828。 从 而 
PANB)AP(A. B= P(A4)P(B). 

其 原因 在 于 ， 一 般 说 来 ，(4n 如)(z) 关 (人 好)(x)。 

若 取 X,= R"，X。,= R" 且 PP 是 乘积 测度 P, xP,， 其 中 
P ,和 了 :分 别 是 Xi 和 X: 上 的 概率 测度 。 又 设 4 和 丸 ; 分别 
是 和 ,和 X: 上 的 也 事 件 ,其 特征 用 隶属 沙 数 4,(x1 ,x2) 
= 441(x1) 和 入,(x1,x2) = 困 ;(x,) 分 别 表示 。 按 照 我 们 上 面 
定义 4 和 4: 是 独立 的 ， 但 若 用 P(4n 恕 ) 来 定义 独立 性 则 
不 行 。 


8$8 Bayes 公 式 及 全 概率 公式 


我 们 可 以 像 通常 概率 论 一 样 ， 讨 论 Bayes 公式 . 回忆 那 
时 的 Bayes 公式 及 全 概率 公式 可 和 叙述 为 


设 ElUE,U.…UE,=E. (2.8.1) 
五 ;站 五 ;三 由 i177, 101 =1,2,' ,nn (2.8.2) 

ACE, A=(ANMNE.)U(ANE,)U:.U(ANE.,) 
(2.8.3) 
P(E;) >0, 1 二 1 22 (C2. 8.4) 
P(AIE.,), 1= 1,2," 7。 (2.8.5) 
那么 有 全 概率 公式 z 
P(A)= P(AIE)P(E,) (2.8.6) 

上 一】 人 
及 Bayes 公式 


PC4IBDP(CEi) 
,PAIE)P(E,) 


1 


P(E;|A)= 多 i=1,2," ,7 


(2.8.7) 
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这 些 我 们 比较 熟悉 , 但 是 对 于 不 分 明 事件 Bayes 公式 应 
是 什么 样子 呢 ? 

设 我 们 的 论 域 为 B， ,BEB;,"…sEB, 为 其 上 的 F 子 集 ， 
且 设 


BiUE,U.… UE,=E, (2.8.8) 
ACE, EiCE, i=1,2,." sn (2.8.9) 
={xjsXs，……9Xm}sm 为 一 有 限 数 (2.8.10) 
又 设 , 
Bi(x), i=1,2,.",n (2.8.11) 
为 龙 ; 的 隶属 函数 。 
男 设 .BiCA, i=1,2,.",n。 (2.8.12) 
(站 EB)UC(A. EB)U…U(AM: EB,)=A4.E=4, 
(2.8.13) 
由 于 
已 (4 BEB)=P(AITE)PE), 1=1,2,,n。 
P(A Bi)=P(E IA)P(A), i=1,2,. ,7. 
于 是 


Pl4 * 万 ; E;)= P(AIE., ' LP(E. “ps 
1 1 三 1 2 Ns1<I。 
万 (4 Ei: kh; Bi)=PAIE, .EE;. £8,) 
x P(Ei* 电大 有 
ts7 sR=1,2,° Nn, 1<I<hk, 


PIA BK £8,) 
= P(AIE, :Bae BP(R, .EB,) 
(2.8.14) 
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从 而 
P(A4)= PL(4 : EDU EB)U.…U(A .HB,)] 
= P(A. BI)+P(A .Ba)+%+P(A .FE,) 
-PL(A4* EB)UC(A.: BB,)] 
-PL(A*: Bi) UA .BB,)] 
Sm PEO Ut 
+(-1)°" tPA. BB ..H,) 
(2.8.15) 
其 中 .EiUA4:. B=A4A.B,. 8,, 197 =1,2.…,n, 
1< 7 
将 式 (14) 代 入 (15)， 即 得 
BA)= SP ANB) PDE,) 


- > BAIE,.B)PE, BE,) 


isij=l 


+ > BAIBE,BIPE,.B,.E,) 
9 下 一 1 
1< < 得 


a 


~ 


x BBE.,) (2.8.16) 
且 有 


AIB.,). BB. 
FF = 二 人 全 EE) 28.17) 


我 们 称 式 (2.8.16) 为 王 事件 的 全 概率 公式 ， 而 式 (2.8.17) 称 
为 Bayes 公式 。 
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注 ” 对 于 式 (2.8.12) 中 考虑 的 *. ”运算 ， 若 换 为 “ 八 ? 是 
不 行 的 。 因 为 对 于 i 和 j,i,j=1,2,…,ns 关 于 BNB;=$ 
不 再 成 立 。 从 而 使 公式 (2.8.16) 中 右 端 远 比 公式 (2.8.16) 要 

例 2.8.1 设 

E={x,x2s Xe,X, Xs} 
B=0.3/x1+ 1/xs + 0.2/xs+ 0/xs+ 1/xse, 
B=0.6/x1+0,.4/xs +1/xs +0.1/x, +1/xs, 
=1/x1+0.5/x, + 0.9/xs +1/x,+0/xs6. 
显然 有 / 
(EB,* BB,)=0.18/x,+0.40/x, + 0.20/xs +0/x, 
+1/xs, 
(Bi* BB)=0.30/x1+ 0.50/x, + 0,18/xs + 0/x, 
+ 0/xs, | 
(EB, Bs)=0.60/x1+0.20/x, + 0,90/xs +0.10/x, 
+ 0/xs, 
(Bi BB,* Fs)=0.18/x1+0.20/x, + 0.18/xs 
+ 0/x,+0/xs. 

又 设 

Plxi1)=0.1,。 P(x,)=0.5, P(xs)=0.1, P(x,)=0.1, 

P(xs) =0.2. 

于 是 有 
PB)= 060.1) x (0.3)+ (0.5) x (1) + (0.1) x (0.2) 
+ (0.1) x (0)+ (0.2x (1)=0.75, 
BE,)= (0,1) x (0,.6) + (0.5) x (0,.4)+ (0.1) x (1) 
+ (0.1) x (0.1) + (0.2) x (1) = 0.57， 
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方 (总 :) = (0.1) x(1) + (0.5) x (0.5) + (0.1) x (0.9) 
+ (0,.1)-x (1) + (0.2) x (0) = 0.54, 
PE EB)=0.438; PB, EB,)=0.298; 
P(gB,* Es)=0.260; 方 (总 ! EB, : EB,)=0.136, 
又 设 ACE, 是 
P(A4|IE,)= 0.20; PALE EB.)=0.15s 
P(AIE,.)=0,20; PAI, :EB,)=0.18; 
户 (4 已 s)=0.508 DB(MIEB,* Bs)=0.15; 
P(AIEg ,1*: B,* EB:)=0.10. 
那么 由 全 概率 公式 可 得 
P(A4)= P(AIEB.) x PE)+PAIE,)X P(E,) 
tPAILE,) Xx P(E,) 
-PAI * EB.) x P(E * EB,) 
-P(AIEB,: EIB BEB,) 
+P(lAIB ,KE,: EOP(E,* EB,. E,) 
= (0.20) x (0.75) + (0.20) x (0.57) 
+(0.50) x (0.54)— (0.15) x (0.438) 
~ (0.18) x (0.298) — (0.15) x (0.26) 
t+ (0.10) x (0.136) = 0.38926。 


并 且 由 它 可 以 得 到 
_ P(AIBIBEB) _ (0.20)(0.75) 
PBNA) = -全 痪 20 
= 0.38534, 
同样 有 


PBIA4)=0.29286; (Bs|A)=0.69362. 
这 里 需 提 醒 读 者 注意 ， 三 个 条 件 概率 之 和 
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PEIA)+P(EB.1A)+P(EB1A)+A1. 
这 一 点 与 通常 概率 不 一 样 ， 原 因 在 于 这 里 有 
(EB;* 大门 关内 1 7 二 1,2,3，1i 关 7 
(Es, 2 妃 ， 9 总 3) 和 办 。 
从 而 有 


P(E, 。 卫 ,14) = PANE -人 * LB,) 


(0.15)。(0.438) _ 
. a = 0.16878, 


PE: Es1A)=0.13779; 
P(EB,» Fs1A)=0.10019; 
P(g EB, EliA)=0.03493. 
由 上 可 得 ， 
PIB.IA)+P(EB,.|A)+P(E ,|A) 
-P(E EB.14)- PE 。 EL, 14) 


—- P(E: :ElA)+P(E, .B.Ed4) 
=1。 
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第 三 章 
瓦 概率 与 已 测度 


本 章 ， 着 重 介 绍 不 分 明 测 度 (F 测度 ) 与 不 分 明 积 分 (F 
积分 )， 以 及 它 们 与 F 概率 之 间 的 联系 。F 测度 是 作为 用 不 
分 明 的 测度 计量 对 象 而 加 以 定义 的 ， 而 积分 是 作为 用 FF 
测度 计量 不 分 明 对 象 的 手段 定义 的 。 

1972 年 Sugeno 首先 提出 三 测度 与 下 积分 的 概念 ， 后 
来 得 到 很 大 的 发 展 。F 测度 的 特征 在 于 用 单调 性 代替 了 测度 
定义 中 的 可 加 性 。 在 此 意义 下 ，F 测度 可 看 作为 概率 测度 的 
扩张 。 我 们 在 这 简短 的 一 章 里 ， 着 重 介绍 为 了 以 后 开展 F 概 
率 的 研究 所 需要 的 有 关 知 识 ，。 

$1 了 测度 

设 8 为 普通 集 ， 钨 (8) 为 员 的 寡 集 。 

定义 3.1.1 称 oCCH(Q) 为 oo 代数， 车 

(1) Eo; 

(2) AEo>A' Ea; 

(3) A Eo, n=1, 2,，…: A 
(8,0) 称 为 可 测 空间 ， 

定义 3.1.2 设 M 为 不 空 集 族 ， 若 对 放 中 元 素 的 每 ~ 
个 单调 序列 {4,}( 递 增 或 递 降 ) 恒 有 

linm A,.€EM, 
则 称 M 是 单调 族 。 
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定义 3.1.3 ”映射 x， o>[0,1] 称 为 不 分 明 测度 ( 简 训 FF 
测度 )， 若 
(1) wo = 0，w(8)=1;《 有 界 非 负 性 )》 
(2) Vv ACB>w(4) 三 w(B8)， (单调 性 ) 
(3) 若 Vi，AiE0o,，i=1，2，… 且 单调 ， 则 
limw(4;)= wllimA.). (连续 性 ) 


(8,0,w) 称 为 F 测度 空间 . 

F 测度 可 有 多 种 解释 ， 这 里 仅 举 一 种 ，w(4) 可 认为 是 如 
的 元 素 x€ 4 的 程度 。 例 如 ，w($) = 0 意味 着 x Ey 是 不 可 能 
的 ，w《(8)= 1 则 表示 xE4 总 是 成 立 的 。 

例 3.1.1 考虑 目测 R= [0，c] 的 适当 区 间 的 距离 。 设 
此 不 分 明 芍 长 度 的 测度 为 ww， 给 定 w(8)= 1, 而 直观 的 决定 


4C8 的 w(4)。 现在， 作为 单调 集 序列 可 设 4, = io 7 


显然 We op 所 以 ， 可 给 出 4 ,和 4A,+ 1 的 距离 使 w(4,) 
三 w(4n+1)。 于 是 这 个 直观 的 测度 w 满足 F 测度 的 条 件 ， 

例 3.1.2 概率 空间 (8,o,P) 是 下 测度 空间 。 

例 3.1.3 国定 xoE&，V4C8Q，zw(4) = 了 Ts(lxo) 是 一 FF 
测度 。 

定理 3.1.1 设 2 为 (2, 罕 ) 上 的 下 测度 ， 其 中 有 为 8 上 
的 一 切 go Borel 集合 系 。E，E’ E 乡 ， 则 有 

(1) wlEUE’)>w(E) Vw(E’) (3.1.1) 

(2)》 w(ENE’)<w(E)/N\w(E’) (3.1.2) 

证 由 EUE’ 汪 E，ENE’CE 和 ww 的 单调 性 结合 定义 
3,1.3， 结 论 是 显然 的 。 

为 了 研究 测度 的 结构 及 积分 的 计算 。 引 入 9, 测 
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定义 3.1.4 阁 gi1: o 一 [50,1] 满 足 条 件 ， 
(1) 9i(2) = 1 
(2) gi (AUB)= gi1(A)+ ga(B)+ Agi(A)gi(B), 
(ANMN B= 90); 
(3) A,.，7=1，2 ，… 单 调 ， 之 limgi(Ad,) 
= gi(lim 4,)， 称 为 01 测度 ， 


定理 3.1.2 当 4>--1 时 ，g'i 测度 是 FF 测度 。 
91(0)=g1(0)+ ga(b) + hg C8) gp) 
但 9i(8)=1， 所 以 gi( 鸭 (1+4)=0， 又 因 和 >-1， 故 
9a($)=0。 若 4CB， 则 
91(B)=gi(A)+g91(B- A)+ 4gi1(A)g1(B— A) 
=g1(A)+ gi(B-— A)(1+ 4g91(4)). 


由 于 4>-1， 故 9i(B) 关 9i(4)， 得 证 。 

显然 ， 当 4= 0 时，g, 测度 为 概率 测度 。 

从 以 上 可 见 概率 测度 可 扩展 为 gx 测度 ， 而 gi 测度 又 是 
F 测度 。 诸 如 此 类 的 测度 很 多 ， 如 信任 测度 、 可 能 性 测 
度 、 似 然 测 度 等 等 都 是 测度。 这 里 从 路 (可 见 G。Banon 
或 张 文 修 的 书 )， 


32 积分 


运用 Sugeno 的 下 测 度 可 以 定义 刁 积 分。 它 非常 类 似 于 
Lebesgue 积分 。 设 (X,oc) 是 可 测 空 间 ， 多 表示 [0, 1] 上 的 
Borel 集 类 。h: X 一 [0,1] 称 为 o 可 测 的 ， 如 果 对 于 任意 的 
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BE 有 罗 ， 有 
h-!1(B)={xlh(x) EB}Eo., (3.2.1) 
定义 3.2.1 设 w: o 一 [50,1] 是 FF 测度 ，AEo,， hh 是 o 
可 测 的 。7 在 4 于 的 五 积 分 为 


| Ke。w(，)=supLinfhz)Vw(4nZ)] 
定理 3.2.1 了 积分 可 表示 为 


A 


| ,aCx) o 2 ， 人 Sup ， min[oasw( ANH,)] (3.2.2) 


这 里 有 H。= {x|h(x) 之 a}。 

证 令 xr= inf h(x)， 风 Pctxlh(x)>ar}= Has. 于 
是 

sup[ inf h(x)/Aw(AN F)J<sup[Lar/\w (AN Hoa,)] 


< sup ,Lo Vw ANH,)), 


ge[lo » 


你 因 为 三 1nf px) 则 


CE 


sup [ea/Aw(ANH,)J<sup [Linf h(x)/N\w (ANH.,)] 


aeLo ,1] aeLto,1j xE€nH, 
sup[Linfh(x)ANw(ANF)]. 
得 证 。 

从 这 个 定理 可 以 看 出 作为 wv 的 定义 域 至 多 能 考虑 为 包含 
单调 集 列 {4 人 五 .ja E50,1]} 的 集合 系 。 因 此 ，F 积分 的 定 
义 采用 定理 3.2.1 的 形式 。 z 

类 比 Lebesgue 积分 很 容易 得 到 如 下 表示 ， 

设 (41,，4;,，…，A,) 是 义 的 一 个 划分 ， 即 4 ,站 4; = 中 
(i 二 让，U 4=X。 又 设 $ 为 简单 函数 ， 即 
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S(x) = 之 aiT4i(xz) 
其 中 0 ， EL[L0,1] 9 了 4 ,是 4; 的 特征 函数 。 记 


04(S) = V Lai/N\w(AN A;)] 
在 h 是 0 可 测 的 ， 记 
| h(x) dw = SupGO4(S) . 
~ 人 S 
那么 下 面 的 表达 式 成 立 ， 
| ae ow + = hw)aw. 
"A A 
并 且 积分 具有 如 下 性 质 ， 
(1) o<| h(x)}dw<1; 
J4 


(2) p<h>| nx)dw<| h,(x)dw; 
A A 
C99 Ce >| hx)dw=0; 


(4) ACB = | nx)dw<| jn, 
A B 
(5) | cdw = ecAw(4) (cEL0,1]), 


(6) hx)dw= | EIA) NRC) du 


(3.2.3) 


(3.2.4) 


(3.2.5) 


(3.2.6) 


0) | Ch Via) (x)dw>| h(x)dw Vy| pC 
A A A 


ce) | CAN) dw<| hydwA| ha Cx) dw; 
A A A 


(9) oe x)dw>] nx)dwV | h(x)dws 
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(10) | Hz)ao<| MedaeA 人 Haoawi 


(1D) | (CoAHe)ao=a 人 | hx) dw 
(12) 对 co 可 测 函 数 的 单调 集 列 {j}， 知 limhn=h 且 
h 亦 为 o 可 测 阔 数 ， 则 
| hr)dw = 1im {hacx)aw. 
性 质 (1) 至 (11) 可 直接 由 定义 验证 .而 (12) 亦 是 成 立 的 。 
事实 上 ， 设 fh) 递增 ， 则 [h(x)dw 递增 ， 且 有 上 界 1， 于 


是 存在 a 使 4= ] im | h(x)dw, 又 | kx)dw<| h(x)dw. 


从 而 o<| h(x)dw。 设 S<h， SC = Sa). 对 任 
意 c<1， 令 也 ,={xY|{pn(x) 之 c。 Sx)}, 显然 lim FE,=X 
ss 
on(e :5)<| (esSCD)do<| holx)dw 
< 人 5codv<e。 

又 因为 @(c 'S)= lim Or(c。8) ，0(S ) = lim CO(c 3S) 
则 QCS) 和 a， 于 是 

fc)dw = sup Q(S)<a, 
则 证 得 

lim| ha x)dw = [hx) du. 
当 ji 递 降 时 的 情形 类 似 可 证 。 
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(13) 若 | h(x)dw = 0>wt{x|h(x)>0}= 0。 


(14) | nwdw=Me> wu AN HO)>M>w ANHY), 
其 中 Hy = {x|h(x) 宇 &}， Hu={x| h(x)>e}. 
(15) 邻 H。 = {x|h(x) 之 a} 则 


| hx)dw= sup [aNw(ANH,)] 


a€Lo0,1] 


(16) 若 且 可 测 ， 则 
| hx)dw = | w HsN dd 
4 vb 


其 中 右边 的 测度 g 为 [0,1] 上 的 Lebe sgue 测 度 。 
(17) 若 (X,o,P) 为 概率 空间 ， 则 


[facwap ~ C1) ac)dP [< 地 
上 述 (13) 一 (17) 的 证 明 在 此 从 咯 。 
车 隶 是 X 上 的 F 集 合 ， 函数 h(x) 关 于 ww 的 积分 
| h(x)。w《，) 定 义 为 
| hx) ow =) AON o wl» ) (3.2.7) 


rr/ 


显然 ， 对 任意 44， 避 ， 有 


| ey A 
ANB 


~、 


<| (x) owe 人 | 1 
4 2 


es 76 。 


| A ON 
2 


| h(x) .wc ) VI h(x) ce w(，). 
4 1 


当 4 是 非 下 集 时 ， 这 里 定义 即 为 定义 3.2,1 。 集合 丸 的 
F 测度 是 


wk)=| 4x) ow ). (3.2.8) 


$3 了 积分 的 计算 


为 了 实际 地 计算 F 积分 的 值 ， 有 必 要 就 罗 的 一 切 元 素 
给 出 与 F 测度 的 单调 性 无 矛盾 的 w 的 值 。 例如 ， 设 天 为 nn 
个 元 素 构 成 的 有 限 集 合 。 则 及 就 是 X 的 一 切 子 集 所 成 的 集 族 
多 (x)。 这 时 罗 (x) 中 相互 不 同 的 单调 集 序 列 有 7 个， 就 它 
们 独立 地 定 出 与 单调 性 矛盾 的 w 的 值 几 乎 是 不 可 能 的 。 因 
此 ， 考 虚 就 其 中 一 个 单调 集 序 列 定 出 w 值 ， 而 对 其 它 一 切 
元 素 作 出 决定 w 值 的 生成 规则 。 为 此 目的 , 可 首先 考虑 4， 
BE 人 ,A 站 B=5$ 时 ， 给 出 w(4) 和 w(B) 后 ;出 w(4) 和 w(B) 
生成 w《4UB) 的 问题 。 这 时 ， 问 题 在 于 生成 规 则 必 须 满足 
单调 性 。 为 此 考虑 当 4 人 B=4 时 ， 
wiltAUB)=w (Ad) +w(B)+ Asw Aw (B), 
-1< 1 一 co (3.3.1》 
的 测度 w;。 册 于 当 ECFE，E，FRE 朋 时 ， 在 (3.3.1) 中 令 忆 
=A,，F-E=B， 则 有 
wa (AUB)-—- wd)=w (BI+ wdA))>=0 
(3.3.2) 
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这 恰恰 就 是 由 定义 3.2.2 定义 的 9: 测度 。 特 别 在 1= 0 时 ， 
91 测 度 是 概率 测度 。 从 而 可 以 得 出 在 RL 上 构造 gl 测度 。 

定义 3.3.1 定义 在 一 维 实数 空间 R' 上 , 具有 如 下 性 质 
的 函数 叫做 FF 分 布 函 数 ， 

(1) 0<H(x)<1, xER'; 

(2) xy>H(x)<H(yY); 

(3) lim H(x) = Ht(a); : 

(4) lim H(x)= 0, lim F(x)=1, 

定义 3.3.2 设 区 间 (4a,b5jER!，(a,b] 的 测度 为 


H(b) -HCa) 
gi((a,b1)= tiaa) ? - 1<1<cc 。 


定理 3.3.1 上 述 gi1((a,bj) 是 一 个 91 测度 ， 
证 定义 3.1.4 之 (1)(3) 显 然 满足 ， 为 证 得 (2), 设 cy,p， 
cER!。 a 之 5 过 ce， 则 有 
H(ic)—- Hla) _H(b)-H(a) ,Hl(c)~H(b) 


1+ AHCa) 1+AH(a) ~ 1+AH(D) 
H(b)-H(a) H(c)-H(b) 


1+iH(la) * 1+1H(a) 


+ 儿 

从 而 证 得 (2) 成 立 。 

可 见 从 吾 噶 发 对 R' 上 的 一 切 Borel 集 系 允 定 出 94 的 
值 。 因 此 ， 给 定 也 (x) 就 意味 着 对 单调 集 列 {( 一 ,xj} 给 出 
了 94(( 一 00,xJ)= Hlx)， 结 果 就 由 对 一 个 单调 集 列 定 出 gx 
的 值 而 决定 了 乡 的 一 切 元 天 的 9g, 值 。 

现在 叙述 有 限 集 合 上 FF 积分 的 计算 方法 。 

设 R= 和 {xiygx2 9gXn}。 h(x1) 宇 h(xs) 宇 … 宇 h(xs)， 于 
是 F 积 分 
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[jaxd ew)=Y [h(xi) Nw Xi)]. 


其 中 和 ;={xi ya xj 这里, w 的 定义 域 应 为 
多 (X)。 所 以 要 求 积 分 的 值 ， 必 须 就 X 的 任意 子 集 给 出 w 的 
值 。 但 是 ， 这 件 事 一 般 说 来 是 困难 的 ， 所 以 我 们 用 构成 g1 测 
度 的 办 法 来 处 理 它 。 
首先 设 卫 分 布 图 数 为 
H(xi)<H(x,) < AH(rn)= 1 


定 拒 
ga(X;)= H(x;) 
县 定义 : 
91=H(x1) 
_H(x:)-H(xi-1) . 
gi 1+tAH(x;.1) 3 i 


对 于 不 相交 的 子 集 族 4; ,迭代 使 用 定义 3.1.4 中 之 (2)， 


可 得 


Fad4y), 41=0 
oi(U 4;)= 


7{ IT +064,)) ~ 1 | 140 


这 里 ， 9 X= {x ,Xr}H, 从 gi1= gi({xi}) ECLO,1] 使 用 
上 上 面 公 式 ， 对 XX 的 任意 子 集 和 有 


gi(X’) = | (1+ 491) -1 


“XEr/ 
因此 ， 从 决定 单调 集 列 XCX,C.…CCX,= 义 的 gi 值 
se 79 。 


的 及 (x;)， 就 可 以 按照 上 式 定 出 X 的 任意 子 集 和 /的 gi 值 。 
下 面 ， 说 明 已 给 定 hh;= Hzxi)，1<I<2 时 ， 计 算 其 王 
积分 的 步骤 ， 
(1) 按 大 小 把 i; 排 起 来 ， 如 pr 之 hy, 宇 … 之 hy,， 
《2》 计 算 H(r;)= gr, +H(ri.1)+igr .Hl(ri-1), 
H(r1)= gi。 ; 
在 此 ， 容 易 确立 


五 (ri) = [TI+agn) -1] 


车 设 X,,= {xr,, Xr xr.,}, 刚 H(lr;) = g;(X 1;), 因 
此 ，| hx) ow le) = V Lhr ANH, 


(3) 求 hr, 八 昌 (r;)，1 志 rn 的 最 大 值 从 而 得 下 积 
分 值 。 

例 3.3.1 (F 积分 用 于 多 维 评价 ) 设 要 对 某 种 商品 进行 
评价 ， 作 为 商品 评价 的 要 素 考 虑 为 x:= “对 企业 商标 的 印 
象 ”，x: =“ 性 能 和 机 能 ” ，xs =“ 设 计 ”，x。 = “使 用 方便 ?这 
四 个 项 。 评 价 人 对 这 四 个 项 目 以 何 种 程度 的 重视 用 gi《xi) 表 
示 . 而 相应 于 评价 的 目 ， 对 该 产品 的 满 意 程 度 用 h(x;) 表 
示 。 为 简单 计 ， 设 14=0， 和 且 g; 和 4 值 如 表 3.1 所 给 出 。 试 
对 该 商品 作出 评价 。 

这 里 我 们 要 用 了 积分 作 评价 ， 设 对 系统 的 不 分 明 评 价 
为 9 

9= [Cx) ogi(*) 
其 中 h(x;) 表 示 系 统 中 各 元 素 ( 项 目 )x ;的 “满意 ” 度 的 隶属 函 
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数 ，F 测度 g, 表示 对 各 元 素 x; 的 重视 度 。 而 9 可 理 解 为 : 
对 重视 度 高 的 项 目 ， 若 满意 度 高 的 ，9 的 值 也 高 ， 反 之 ，g 
的 值 低 。 


表 3.1 
一 评价 
一 项 目 | xx， X 2 X3 X4 
h(xi) | 0.9 | 0.7 | 0.4| 0.1 
gi | 0.5| 0.3| 0.1| 0.1 
g' 0 | 909.1! 0.3| 0.4 


现在 来 计算 g 信 ，(1》 h(x1) 宇 h(xs 守 h(xs)> hx). 
(2) Hx1)=gi 即 gi1=0.5, 而 H(xs )=g2:+H(lx1)+ 
igaH(x1)=0.3+0.5+0=0.8; H(xs)=0.1+0.8= 0.9;, 
H(xs)=0.1+0.9=1.。 (3) hx) ANH(G), 1=1, 2, 3, 4 
即 0.5，0.7，0.4，0.1， 其 中 最 大 者 为 0.7， 故 9=0.7。 

当 重 视 度 为 9 的 场合 (如 表 3.1 所 示 )， 可 得 9g9=0.4 。 
从 而 说 明 重 视 度 与 满意 度 之 间 有 密切 关系 。 

34 五 概率 测度 

用 公理 化 的 方法 定义 FF 概率， 即 FF 概率 测度 ,， 它 可 看 
成 是 Zadeh 定义 的 概率 的 扩展 。 在 1979 年 E.P. Klement 
从 任意 的 可 测 宇 间 出 发 ， 给 出 一 个 公理 体系 。 

设 X 号 一 个 任意 集合 ，I = [0,1] 是 单位 区 闻 ， 有 罗 是 工 的 
Bore! 村 集 组 成 的 5 代数 ， 除 非 另 有 说 明 ， 总 认为 了 具有 
Y. 

定义 3,4.1 (X,Q) 称 为 K 人 Klement 意义 下 的 Ff 可 测 空 
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(1) Ya 常数 ，a EQ， 
(2) VuEo, Sl1-uEQ, 
(3) V lpn)nen Eo suphr EL. 


C 称 为 X 上 的 For 代数 ， 其 元 素 称 为 可 测 集 合 ( 在 公理 
系 的 那 一 节 ， 称 为 互 率 件 ) 。 这 里 的 N={tl，2，…}， 而 & 
为 隶属 映射 4，X-~~[0,1I]。 

像 通常 o 代数 那 祥 。，Fo 代数 总 存在 一 个 最 小 的 X 上 的 
经 典 o 代数 ， 它 由 一 切 o 可 测 芝 数 构 成 。 这 个 oo 代数 记 为 
下 (co)。 

显然 ， 芳 .多 是 XX 上 的 一 个 经 典 的 oo 代数 ， 那 么 ， 一 切 
关于 .wz 和 5 乡 可 测 的 函数 xy: X 一 了 1 的 族 ， 是 一 个 Fo 代数 ， 记 
为 5《YV)， 称 为 由 以 生成 的 Fo 代数 。 z 

定义 3.4.2 设 (X,Q) 是 一 个 可 测 空 间 ，F 概率 测度 


是 一 个 庙 对 
ms C1 


满足 如 下 性 质 ， 
(4) m(0) = 0, 5(1)=1; 
(5) YY, HK vvEOGSmHVV) +m(uAN?) = We 
(6) Yur)new EQ , WEC 
(nnewt > mpn)) nw CU)。 
称 (XX,Q,m) 是 一 个 忆 概率 空间 ， 
出 连续 性 条 件 (6) 不 难 推 出 m 的 单调 性 ， 即 
VhsyEQ, ur>m(H) Sm), 
并 且 ， 正 规 化 条 件 (4) 与 可 加 性 条 件 (5) 结 合 可 推导 出 
VASVEQL, pVr=0>mp+7) = mh) 十 Mi(C2)。 
当 4N B=$， 且 I4，Is EK&K 时 ， 上 式 给 出 众所周知 的 加 法 
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公式 
m(T4ya) =m(I4) +m(ls). 
然而 ， 在 58) 情形 下 ， 可 由 此 推出 (5)。 
信 得 提醒 的 是 ， 一 般 情 况 下 ，m 不 满足 : 
Ve 和 常数，m(a) = as 
VuUEQ, m1 —1)=1-m(n)s 
V(r)nen EQ", WEQ, 
(Un)newd Hm (Un) ren mls 
从 .下 概率 测度 空间 (X,C,m) 定 义 可 知 ，Zadeh 的 概率 


定义 名 (4) = [paCx)dPCx) (其 中 ka(z) 为 丸 (x))， 可知 ， 


户 (44) 是 一 个 F 概率 测度 。 但 其 首 不 真 。 
例 3.4.1 设 X=[0,1]，GC 为 [0,1] 的 一 切 Borel 子 集 
组 成 的 Fo 代数 ， 月 m 由 下 式 确 定 ， 


1 
m(A4)= 3 八 &4(0) + VaC0) 


1 

+ Ns VD)-1 
显然 它 是 一 个 测度 ， 且 为 五 概率 测度 ， 但 不 是 Zadeh 的 

现在 ， 设 有 概率 测度 P 存在 ， 使 得 对 一 切 4EQ 有 
MA aa)dPex) . 

当 4 由 Ka (x) = 了 ro, 寺 14 定义 时 ， 有 

1 

p([0,-2 |)= {1,, ,CdP(x) =m(4) 
1 2 
= 了 人 1 十 EA! + 守信 (志和 V0) el 
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1 
3 和 


一 一 
一 


而 对 于 由 pp(x) = -了 TIr。 4 1(z) 确 定 的 了 事件 畦 有 


SP(0,s)=|s I sdP) =m(B) 
- 
所 以 P(| 0, 二 ]) = 1. 由 此 可 见 ，Zadeh 的 概率 定义 不 是 一 


个 积分 。 那 么 在 什么 情况 下 为 一 个 积分 呢 ? Kliemet 作 了 回 
和 


He 


设 对 于 每 个 AEK(o)， 令 : 
多 (4) ={(CUa)EoxTl (Gay 1])=4} 

定义 3.4.3 称 (X,C) 上 一 个 五 概率 测度 加 满足 条 件 

《2 ) 是 指 若 对 每 一 个 4E 疏 (co) ， 多 (4) 拓 由 ， 存 在 一 个 数 


P(4) ET 使 得 
pr1((ws1]) = 4 Lim eA mA = P(A4). 
注意 ， 并 不 是 每 个 F 概 率 测 度 都 具有 条 件 (. 儿 )。 
例 3.4.2 设 X=(0,1]， 弛 为 常用 的 Borel 集 的 o 代 
数 ， 令 =5( 多 )。 设 Po 与 是 经 典 概率 测度 ， 
Fe =《{0}) =P.({1}) = Le: 
那么 ， 很 容易 验证 


m: QC—[0,1,, 
n=][( 志 AW) + (Ve) | dp + {和 (Vi)aPp: -1 


。 84 。 


rr—— 
一 一 


是 一 个 FF 概率 测度 。 
今 k= LT 二] EO. 测 | 


As 1) (sD) 
假定 满足 条 件 ( )， ey 我 们 有 
mtp/\B) -mp 人 可 


) 3 jdPe = 1。 


所 以 
P(|0,= |) =1。 
另外 ， 若 -于 <p<- 4， 骨 


mu/\B )—m(g 人 3 
A 二]4P1=0. 
8 二- 


oo De 
这 个 矛盾 指出 m 不 满足 条 件 ()， 


定理 3.4.1 设 o 是 5) 的 子 o 代 数 ，P 是 (X,%) 上 
的 一 个 概率 测度 ， 则 F 概率 测度 


m: 0o—[0,1], pr |udP 
满足 条 件 (2 )。 
证 任 取 4E 慌 (o)CW， 使 多 (4) 关 风 ， 且 (pa) EE 
WY), z 


从 而 
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1 1 -ICU 人 8) ~ mp/ NG 
C 
= 1im 8 直 BPCA>pj) -aP({p>a)) 
8 40 


pdP | 
= lim 天 | (8 -a Plp>a} -BP{a<n<p} 


十 


{a<nu<p)} 


类 i 4 一 8 
=PCd)+lin| Be dP = P(A). 


从 而 ，m 确 实 满足 条 件 (.Y)。 
定理 3.4.2 设 (X,Q,m) 是 一 个 FF 概率 空间 ,& = 5(.%) 
是 一 个 生成 的 Fo 代数 ， 则 以 下 命题 等 价 ， 
(1' ) m 是 一 个 积分 ， 即 在 (X,.%) 上 存在 一 个 概率 测 度 
P， 使 得 对 一 切 xEQ 有 
m( x) = jdP. 
(2 ) m 满足 条 件 (. )， 
(3 ) m 是 线性 的 ， 即 对 一 切 ky，vEQ，a,8ER 有 
ou +BrEQR>mlaut+By)= wm 十 8mC7)。 
《4/ ) m 是 齐 次 的 ， 即 对 所 有 4EQ, 旦 对 一 切 4 宇 0,akE€ 
Cm(an) =am( 1). 
(5 ) m 是 可 加 的 ， 即 对 一 切 hp，vE€&4， 有 
Rd+2?7EGCmCU+DD)=WU) + mv), 
证 由 定理 3.4.1 证 得 (1) 二 (2). 
由 (1 ) 过 (3/) 和 (3 ) 之 (5 ) 是 明显 的 。 仅 需 证 明 (2’ ) 人 之 
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《4 ，(4/ ) 之 (1 ) 及 (5 ) 守 (4/ )。 现 证 由 (2 ) 全 (4 ); 假定 
m 满足 条 件 (.L ), 且 对 于 任意 4Ewr, 考 虑 函数 ”fu I 一 J 
a>m(g 八 14)。 这 基 在 (0,11 上 左 连 续 函 数 ， 而 且 在 [0, 1) 上 
右 连 续 ， 所 以 它 在 [0,1] 上 连续 。 
对 每 个 wcE[0,1)， 帮 的 右 导 数 等 于 数 P(4)， 从 而 在 
《0,1) 上 是 可 微 的 。 由 于 对 wc<p8E(0,12 有 
fa(B)— fala) =| Fal)dx= (8 一 oOPCD。 
f 4 的 连 综 允许 我 们 考虑 a 一 0 的 极限 ， 得 
BP(A) = f 418), 
又 让 8 一 1 得 
P(A)=f4(1) =m(T4)。 
为 了 证 得 对 wES 的 齐 次 性 ， 我 们 首先 考虑 一 个 可 测 的 阶 梯 
函数 
k= poms (4; 两 两 不 相交 ) 


了 和 


者 ahEQ， 那 么 用 m(I 4u8) = mlI4) + m(Ig) 得 
m(au)=m (Daai1s) = Dm(aasIs) 
i=1 1 = 


宝 DamlaiIs) = gm( 1) 


现在 ， 关 于 任 一 4AE&， 存 在 一 个 阶梯 函数 的 递增 序列 
{Ss) niN EE 0Q， 使 得 

k= supSn 
其 次 ， 若 axE 8 县 使 用 概率 测度 的 连续 性 得 


m(au)=m 《supaSn) = sup m(aS,) 


es。 87 。 


=asup mm(Sn) =am(k). 


所 以 m 是 齐 次 的 。 
现在 来 证 (4 ) 之 (1 )。 假定 m 是 齐 次 的 。 那 么 
P: HI, A—m(I 4) 
是 一 个 概率 测度 。 事 实 上， 由 定义 中 正规 性 知 P(4) =0， 
P(X) =1。 且 由 连续 性 及 m(IT4vg) = m(I4) +m(Ig) 知 PP 是 
o 可 加 的 。 对 于 一 个 阶梯 函数 
KL= Zoi, (4; 两 两 不 相交 ) 


由 齐 次 性 及 m(I4u8) =m(I4) + mlIa) 得 


m(1) =m (Tai 小 = Yuip(4) = [uaP 
i=l f= 


对 于 任 一 x EQ， 考 虑 一 个 阶梯 函数 的 增 序列 (S,)，enE€0o”， 
使 w= supSs, 那么 


muU)=m (supSn) = sup| SwdP= |pdP. 


所 以 m 是 一 个 积分 。 

最 后 证 (5 ) 之 (4 ) ;假定 m 是 可 加 的 .考虑 < 之 0，p>>0， 
使 得 auy€0, 若 a=0, 由 m 的 正规 性 得 m(0 :4W) =0。m(L)。 
大 w>0， 对 一 切 y，SEN 有 


< 地 Se 
昌 由 mm 的 可 加 性 有 m( 志 有 =7*m( 计 四 = 后 m4)。 
现在 对 一 个 满 足 4= supa， 的 有 理 数 递增 序列 (a)"ew， 得 
m(gu)=m (sup Qn A) = sup m(ank) =am(K) 。 
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所 以 m 是 齐 次 。 
至 此 定理 全 部 得 证 。 


85 FP 测度 及 其 扩展 


在 1986 年 ，K.,Piasecki 研究 了 Klements 及 Smets 
等 人 所 定义 的 下 事件 的 概率 ， 认 为 它们 存在 不 足 之 处 . 这 个 
不 足 表 现 为 仅 在 特殊 情形 有 Bayes 公式 。 为 此 他 引进 FP 
测度 ， 

设 XX 是 一 个 脆弱 集 (Crisp set)， 即 隶属 函数 仅 取 值 0 
与 1 之 集 ， 或 说 是 一 普通 集 。 又 设 o= {4:X>[50,1]} 为 Fo 
代数 。 基 ac 包含 {0,1}( 亦 记 作 {0x,1x}), 且 关 于 逆 及 可 列 并 
运算 封闭 。 

定义 3.5.1 不 含 [-]， Xe 人 的 三 代数 (o 代数 ) 
称 为 软 瑟 代数 (ac 代 数 ) 。 

定义 3.5.2 由 

ViEF(X). (1 = {xlrEX, p(x)>2 } 


所 定义 的 哆 射 %Y:.F (X)->27， 称 为 一 个 非 空 支 集 ， 而 由 
VEFK) Hr*(1)= {xlxEX, n(x) = 于 } 


所 定义 的 映射 %* :2 (X)->2x7 称 为 未 定 元 素 (ill-define 
elements) 的 文集 。2* 为 久 的 窜 集 。 

记 LW)= (1) UX*(p), 
K(D)={AIAE2X, JuED: HSACL(N)}, 
K*(D)={AIAE2X, INED: A= H+* (1)}. 

其 中 @C. 纪 (X)， 下 同 
E(G)= {uun€E F(X), 3(A,B)ER GD): 
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4CB，2 (CU)=4 且 DC = 了 3} 
E*(D)= {uuE E(D):IAEK* (BD), 22)C4)。 
我 们 可 以 证 明 以 下 命题 成 立 。 
(1》 者 oCZF(X) 是 (X) 的 一 个 Fo 代数， 则 有 (0) 是 一 
个 含 及 *(o) 的 脆弱 o 代数 。 
《2) 若 o 是 一 个 Fo 代数 ， 虽 如 (o) 是 一 个 包含 o 的 Fo 
代数 。 而且 Kl(o0)CK(E(0)). 
《3) 阁 o 是 一 个 软 Fo 代数 ， 则 吾 (o) 是 一 个 含 c 的 软 
Fo 代数。 
定义 3.5.3 具有 以 下 性 质 的 上 映 射 P:o->R+U {0}, 称 为 
FP~- 测 度 ， 
(i1) 对 任 一 jEo, PlpkV(1- 外)》= 1 (P.1) 
(ii) 对 任 一 有 限 或 元 限 序列 {4.}Eo, 车 对 于 使 得 
1 关 了 的 每 一 对 (i ,7 有 ki 筷 1 一 kj， 则 
Plsup{pn})= DPl4.). (P.2) 


由 下 面 的 定理 可 以 看 出 , 每 一 个 FEP- 测 度 是 一 个 下 概率 
测度 。 
定理 3.5.1 任何 FP- 测 度 是 一 个 满足 下 面条 件 的 单调 
水 数 P， 对 任意 (pz)Eo2 有 
PCUAN(CL- 1))= 0， (3.5.1) 
Pl(1- 1)=1- P(n) (3.5.2) 
P(g Vv)+P(uAY) = Pu) + Ply) (3.5.3) 
证 因为 (ph, 2)Eo2， 使 Ap 和 1-7y。 从 而 kV(1-p) 和 和 
H 八 (1 一 了 和) 之 间 有 
PlugV(1-1))= PL VO -HVC uN (1 1))1 
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= PCAUAV(L-A))+POUNCL-2)) 
所 以 43.5.1) 成 立 。 由 (P.1) 及 (P.2) 有 
1=PLAVCLI-AU)]=PCUA)+PGLI-A) 
所 以 (3.5.2) 成 立 。 又 因为 王 集合 
2 人 UsU=T1- 1- WRl1-v 人 (1- A) (¥*》 
1 -pV~A) S11- =uA Vv=1- (1-4V?). 
所 以 有 
Plp)+POVAG -HW)= PluV(vA - 1))) 
= PL(uVV)AN CV (1 -4k))] 
=1—- PL(1 -pgV Vl-WV( -WW) 
=1-(P(1 -4Vv)+ PEL1-uV(1 -1))) 
= Plu\/v) + PuV(T -1)) -1= PluVY). 
POvANC1 -H+PluANY) = PLA -1 VANY))] 
= PLy/A\(pV 1- AD) 
=1- PL(1- Vl-hV( ~))] 
=1— PL(1-v)V(aA (~ pp))] 
=1- (Pl(1l~-»y)+ PugAN\(1 -1))) = P(y). 
4 是 得 到 (3.5,3)。 而 由 4 志 v， 可 得 (* ) 及 
A(l-W nl- (1 一 7)。 
于 是 由 定义 3.5.3(ii) 得 
PK 和 PC + PVA (1-1))= PuV Cv(1— 4))1 
= PLvyAN\(u /1-1))] 
=1— PL(I—v)V(l -pV( ~ 1))] 
=1— PL(1—») VuAN (1 - wn)) 
=1-[LP(l -7»y)+PluAN( ~ 4))1= POy). 
从 而 证 得 定理 。 
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定理 3.5.2 任何 一 个 了 P- 测 度 已 对 每 对 (4,v) Eo? 使 
HE 满足 条 件 
PCv 信 (1 一 1))=0 当 且 仅 当 PC) = 卫 (7) 。 
证 若 2?， 则 下 信人 (人 1- 内 有 
2 入 (人 1- 人 过 1 一 (YA 人 (1 一 加 )。 
结合 (P1)，(3.5.1) 和 (3.5.3) 有 
0= PLUAN(CL- AD 
= P(y)+P(1~1) ~ PLv/A\(l— WJ 
= P(v) — P(p)。 
从 而 得 证 。 
定理 3.5.3 任 一 FP- 测度 PP 对 每 个 非 减 序 列 {4s7 人 4 
Eo， 有 {P(CU) 个 已 (AU) 。 
由 于 这 个 定理 的 证 明 比 较 长 ， 我 们 就 不 证 了 。 详细 证 明 
可 在 KK.Piasecki 的 1985 年 的 文中 找到 . 
如 果 对 于 FP- 测 度 空间 (X,c,P) 使 用 限制 : 
(a) X 称 为 基本 事件 集 ; 
(5b) 从 o 每 一 个 映射 称 为 一 个 FF 事件 ; 
(c) 值 PC7) 称 为 下 事件 ?> 的 概率 
(d) 每 个 概率 为 正 的 五 事件 是 可 能 
(ec) 每 个 概 宗 为 去 的 忆 事 件 是 不 可 能 
(f) 每 个 概 梁 为 1 的 五 事件 是 必然 的 ， 
(g) 二 事件 的 补 称 为 道 事件 ，。 
那么 在 该 空间 上 开展 概率 的 理论 ， 这 个 软 五 概率 空间 的 理论 
非常 类 似 于 经 典 概率 论 ， 以 下 记 
映射 P:KK(o) [0,1]， 由 下 式 给 定 
VAERK(o), P(A)=p(1), Kl) CACLCN). 
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映射 :Bl(o) 一 [0,1]， 由 下 式 给 定 
VAEKRK(o), P(A)= pn), KO)CACLCO), 
(3.5.4) 
Du) = PL (1)] (3.5.5) 
其 中 为 bp:o 习 Rt+ U10}， 是 FP- 测 度 。 
定理 3.5.4 了 映射 作对 于 每 个 EB(o) 是 人 lement 意 
义 下 的 一 个 卫 概率 测度 ( 见 定义 3.4.2) 。 
: 证 我 们 有 DGbr)=PK(Cx))=PO=0， 且 万 (1x) 
=PCK(1x))=P(8)=1。 因 此 ， 定 义 3.4.2 之 (4) 成 立 。 设 
(47)EB*(o)。 那么 由 (3.5,5) 得 
PlgVvr)= P(XHA (UVV))= PY (Cp) YU FX (vy)) 
=P(H(u)) T+ PCHCV))—- PCH OW HA Cv)) 
= Plu) + PD(v) ~ P(A (uAN\Y)) 
= Plu) + Py) -PluANv). 
从 而 满足 定义 3,4.2 的 (5)。 进而 才 {4s}cB(o)， 且 
{ovjfAE 奋 (c)， 则 { .和 (Cu 订 .MU 。 因 此 ， 
{D(CU AD) ={PCKCLD)) HP(CX CD) = 万 (w) 。 
Smets 将 定义 3.4.2 中 (6) 换 为 条 件 ; 
V{Un EQ, {uAEQCF{m Hn) mn),. (3.5.6》 
定理 3.5.5 映射 廊 :(o)->[0,1]， 由 (3.5.4) 及 
Pn) = PCLCK)) un€E BE(o) (3.5.7) 
给 定 。 则 DP 是 一 个 满足 (3.5.6) 的 概率 测度 。 
证 类似 于 定理 3.5.4 可 证 。 


比较 万 入。 因为 B([ 二 1】)=0x P([ 二] ) 万 和 


用 是 吾 (o) 上 不 同 的 概率 测度 ， P 的 单调 性 包含 D(p) 
。93 。 


< 委 力 (0) 。 如 果 考 虑 已 半 测 度 斋 :C-~>[0,1]( 定 义 为 一 个 单 调 
上 映 射 )。 显 然 任 一 下 概率 测度 是 一 个 五 概率 半 测 度 。 

定理 3.5.6 尘 对 每 个 kAE 吾 * (ovo)， 有 MK(1)=B(p) 
= PCp) 的 了 概率 半 测 度 , 那 么 它 满足 DC) 二 有 K(1) 志 DPD()， 
unEE(lo). 

证 令 &E 玉 (ac)。 设 斋 ( 拉 全 有 0， 按 疏 (G) 和 五 (G) 的 
含义 这 里 存在 vEo 合 (Cy)CLG4)CLGv)。 因 此 +*(1 和 V7?) 
CH*(V) ESHA*(o0)。 故 WVvEB*(o)、 结合 了 ， 得 

Pl(L(Y))= Pv)= py) = POLOWD) = 及 (到 页 (四 
(HVV) = Pp Vv) = P(L(R VY?)) 
= PL) VLCGY)) = P(L(Y)), 


若 设 议 (1) 过 DP(n)。 同 上 理由， 存在 gEo 使 YC(9)C% (C0) 
CL(g)。 因 此 YY* (Vo)CHA*Cg)EKR* (o)。 所 以 wuw 八 py 
E E*《(o)。 从 而 得 


P(X (gqg))= Dp)= p(w)= PH)) = DOp) 
议 (四 ) 汪 完 (4 人 9)= Pl(p 八 9) 
=P(HuANP))) = PH N HC)) 
= P(AH(P))., 


以 上 上 和 皆 得 出 矛盾 结论 。 从 而 证 得 万 (妇科 殉 ( 抽 扫 力 (4) 。 

通过 以 上 诸 定 理 可 以 看 出 ，FP- 测 度 是 Sugeno 测度 、 
Khalili 的 下 测度 和 Klement 的 FF 概率 测度 ， 而 且 很 容易 
验证 Zadeh 的 了 事件 的 概率 是 一 个 FP- 测度 〈 仅 在 脆弱 情 
形 )。 另 外 ， 由 通常 测度 生成 FP- 测 度 的 扩展 ， 已 在 定理 
3.5.4-5 中 谈 及 与 五 概率 间 的 关联 。 这 一 切 都 有 着 广阔 的 研 
究 前 景 。 
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》6 Bayes 公式 与 FP 测度 


我 们 目前 来 研究 在 F 概率 测度 基础 上 的 Bayes 公式 . 设 
0o= {4:8 了 >[0,1J} 是 Fo- 代 数 ，f 是 其 软 Fo- 代数 ，m 为 映 
射 m:o 一 [0,1]， 是 玉 概 率 测 度 。 
定义 3.6.1 由 等 式 
cp vsm) = END (3.6.1) 
1IK7 ) 


所 定义 的 映射 c(， |j>,m):o~>[0,， 1]， 其 中 对 任何 五 概 率 测 
度 m 和 每 个 vEo ， 使 得 m(v) 关 0 ， 称 为 在 给 定 vzv 笨 件 下 的 
条 件 下 概率 ， 

定义 3.6.2 满足 以 下 条 件 的 人 上 的 下 子 集 序列 {4m} 
Eo* 称 为 8 的 一 个 Bayes 划分 ; 

(R1) Apr 是 两 两 W~- 可 分 的 , 妈 对 于 每 对 正 整 数 (k, 1)， 
hi1， 有 W411 ~ 

(R,) m(sup{tpn}) = 1; 


(Rs3) 对 每 个 和 白 然 数 坟 有 mA) 一 0。 

定理 3.6.1 若 {v,} 和 {4,} 是 由 FP- 测 度 p 确 定 的 
Bayes FF 划分 。 则 对 任意 的 (pi;,vs) E68? 有 
pya)» cuifvasp) 


bo) «cl(u1|va,p) 


4 


CCD | pi ， 力 ) 二 


由 于 任何 一 个 FP- 测 度 是 一 个 FF 概率 测度 ,而 Bayes 一 划 
分 对 每 个 FP- 测 度 包 含 上 升 的 子 集 存 在 ， 因 此 任何 FP- 测 度 
满足 Bayes 公式 。 

由 (3.6.1) 式 可 见 ， 单 元 素 序 列 {1o} 对 于 任 一 概率 测 
度 来 说 是 一 个 Bayes 下 划分。 一 般 ， 若 对 于 卫 概 率 测度 nn 
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有 m(4)=1， 那 么 {4} 是 由 测度 m 生 成 的 一 个 Bayes 下 划 
分 。 众 所 周知 ， 对 于 Bayes 推断 方法 ， 单 元 素 Bayes 划分 
没有 什么 用 处 ， 我 们 看 到 单元 素 序 列 {1o} 是 由 Zadeh 的 下 
事件 的 概率 测度 关于 Fo- 代 数 o。={[cjo:2>{c}; cEL0， 
1]} 人 确定 的 唯一 的 Bayes FF 划分 。 所 以 一 个 下 概率 测度 生成 
一 个 单元 素 Bayes F 划分 存在 。 
定义 3.6.3 如 果 一 个 FF 概率 测度 能 生成 一 个 双 元 素 或 
更 多 元 素 的 Bayes F 划分 ，, 则 称 它 为 一 个 标准 了 概率 测度 . 
定理 3.6.2 一 个 慰 准 下 概率 测度 满足 Bayes 公式 当 且 
仅 当 它 是 FP- 测 度 。 
证 设 m 是 一 标准 五 概率 测度 . 它 不 满足 Bayse 公式 ， 
则 存在 Bayes 划分 {vy,}、{&,} 和 | 正 整 数 对 CK ,1) 使 得 
clyalii, Mm) Cp Clpr vhsm) 。 
Sm»,) 。C(CAUT | 7 s,m) 


辐 条 件 捕 和 购 率 的 定义 一 起 指出 
ml ) A Sm Nv ). 


若 {yv /是 单元 素 序 列 则 上 式 不 成 立 。 有 m(AN7D) = m(Wg)， 对 
每 个 (0 ,ID Eao2， 使 m(n)=1。 所 以 ， 由 (CR，) 得 到 
Dm trv) Em u/sap{tye}) = msupfpi 人 Na ))， 


可 见 五 概率 测度 m 关于 满足 条 件 (R;) 的 序列 {p41 八 vy} 不 能 

实现 条 件 P:( 即 FP 测度 的 第 二 个 条 件 )。 所 以 , 映射 mn 不 是 

一 个 FP 测度 。 结 合 FP 测度 的 Bayes 公式 表示 ,证 得 定理 . 
可 见 FP 测度 是 一 个 对 于 Bayes 推断 方法 有 用 的 五 概 

率 测度 。 | 
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第 四 章 
玉 随 机 变量 


前 两 瘟 我 们 建立 了 王 事 件 的 概率 空间 (8,%,P), 从 原则 
上 说 ， 已 经 完全 建立 了 F 事件 概率 论 的 逻辑 基础 。 正 如 古典 
概率 论 一 样 ， 还 需要 在 此 基础 下 给 出 一 些 基本 概念 ， 首 先是 
不 分 明 (F) 随 机 变量 的 概念 。 

F 随机 变量 的 概念 站 由 Zadeh，Neguyen， Kande1， 
Byan，Kwakermaak，Stem，Talati 等 人 所 探讨 , 虽然 观 
所 稍 有 差异 ， 但 结构 相似 。 本 章 将 在 回顾 经 典 概率 中 随机 变 
量 概念 的 基础 二 介绍 斑 随机 变量 及 其 性 质 。 


$1 随机 变量 


回顾 经 典 概 率 论 中 ， 随 机 变量 是 一 般 测 度 论 中 可 测 函 
数 的 特殊 情形 。 那 时 我 们 认为 随机 变量 本 身 的 描述 只 用 到 
样本 笃 闻 2 和 co 代数 .多 ， 因 而 把 随机 变量 看 作 定 义 在 可 测 空 
间 42..9 ) 上 的 可 测 函 数 的 特例 ， 

定义 4.1.1 设 ( 吧 ,天 ,P) 是 一 概率 空 间 ， 二 =E(O)，D 
彻 2， 是 定义 在 2 本 的 实 值 函数 ， 且 对 任何 实数 x 

{woE(w) x} EFT. (4.1.1) 

则 称 & 是 (2. 多,P) 上 的 一 个 实 随机 变量 ， 车 8&= w+ 1， 而 
7,， 是 42, 多,P) 上 的 实 随机 变量 ， 则 称 三 为 (2,， 多,，P) 上 
的 一 个 复 随 机 变量 。 

该 定义 显然 可 以 扩展 至 1 维 随 机 癌 量 (££,， 起 9 Cs 
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对 于 一 维 情形 来 说 ， 实 际 上 要 求 集合 {to:5(wo)<*} 应 有 概率 
存在 。 换代 话说 ， 它 是 .多 可 测 的 。 
设 工 =[0,1]， 经 典 概率 空间 为 (2, 多 ,P)。 记 
={Ylx2->[0,1]，X ‘(La,1])EF, VoaEL}. 


B={flfiL>F, fH0)= 6, OV er)= WU fa,))}. 


其 中 x 为 该 颖 率 空间 上 一 切 随 机 变量 的 集合 ， 由 于 必 与 乡 
同 构 ， 从 而 .ww 的 表现 是 作为 (4o)oevwC3XZi，4 = 4， Ava, 


= 【4 ，a. EL nEN 的 集合 的 全 体 而 给 出 的 。 如此， 


用 f 映 射 将 随机 变量 表现 出 来 ， 故 可 以 讨论 随机 变量 的 概率 
问题 。 并 且 注 意 + 在 Ff 情形 是 隶属 函数 ， 而 x-!'([a,1]) 
={o|xXCw) -a} 为 @ 水 平 集 ， 它 属于 多 ， 即 多 一 可 测 。 


8S2 KF 和 集 及 SF 恋 量 


为 了 研究 随机 实 量 ， 先 介绍 Kwakernaak 关于 下 集 
合 的 不 同 看 法 以 及 5S.Nahmias 的 FF 变量. 

4.2.1 Kwakernaak 的 三 集 。 

设 X 是 一 个 称 为 基本 空间 的 普通 集 。 函 数 4:X 一 [0, 1] 
是 隶属 罚 数 。 又 设 映 射 a:X 一 M，M 是 一 个 “抽象 的 全 域 ”， 
其 上 定义 了 运算 八 ( 江 ) 与 V( 或 ), 是 一 个 完全 分 配 格 .对 每 个 
XEX， 指 定 了 一 个 命题 a(x)， 所 以 M 是 一 个 命题 的 集 。 在 
M 上， 我 们 定义 一 个 函数 1:M>[0,1], 对 于 给 定 的 <cEM， 
数 tCa) 是 语 乌 a 的 真 值 . 而 jCx)= taGx))， 即 隶属 函数 

u(x) 相 应 于 语句 a(x) 的 真 值 ， 闪 于 4 Bellman 和 Giertz 

增加 一 些 限 制 ( 见 第 二 章 § 6)， 
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(1) 存在 函数 上 和 9, 将 [0,1]x[0,1] 了 映射 到 [0,1] 中 ， 
使 对 一 切 aE M，bE M， 有 有 

tCa/N\b)= f(t(a), 1(b)), iti(a\Vb)= g(t(a), 1(0)), 

(2) f(x,y) 和 g9《x,y) 连 续 且 关于 xx 非 降 ， 

(3) f(x,x) 和 g(x,x) 了 驱 x 严格 递增 ， 

(4) flx, y)Emin(x, y), 9(x,y)>max(xX,， y)， 对 一 
切 xE[0.1]，yEFE0,1I]。 

(5 下 0202S0。 
证 明了 了 f 和 2 巾 

f(x,y)= min(x, y), 9(Xx,Y) = max(x,y) 

唯一 确定 。 

设 A 是 一 指标 集 ， 对 于 语句 a1:€M，4E A 的 任 一 子 集 
有 


(Aa)= inf t(a), (Va)= sup {GFN 

定义 4.2.1 三 元 总 体 x=(X,k,a) 称 为 不 分 明 集 a， 简 
称 a 为 KF 集合。 z 

如 此 ， 一 个 不 分 明 集 是 语句 与 每 个 成 员 语 名 的 真 值 一 起 
的 指标 集 。 这 个 观点 与 前 面 引进 的 不 分 明 集 的 看 法 稍微 有 些 
差别 ， 但 不 是 本 奈 的 。 故 记 为 KF 集合 ， 以 示 其 差异 。 

给 定 一 个 KF 集 w= (X，p a)。 令 8 是 一 个 函数 映射 X 
-~ 了， 其 中 了 是 另 一 个 普通 集 。 考 虑 下 述 语 句 ， 对 任何 一 个 
yE7， 存 在 一 个 元 素 xEX， 使 得 ce(z) 成 立 ， 且 $(x) = y。 
该 语句 可 以 定义 为 

(y) 会 V CaCxz) 人 (9x) = y)]。 


XE 
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这 里 包括 了 MM 中 的 语句 (g(x) = y)。 复 合 诸 句 bxz) 的 真 值 
电 真 值 芳 数 的 局 性 决定 : 
C66))=t( V Eat AN) = y)] ) 


XER 
= sup t(al(x)/\ (gx) = y)) 
= sup mint ti(alx)), ti(b(x) = »)] 


es 
因为 ， 若 $x)=y 时 ，t(6(x)=y)=1， 若 $x) 去 y 时 ， 
ix = y) = 10, 
从 而 ， 我 们 可 以 得 到 
定义 4.2.2 令 1(b(y))=v(y)， 得 不 分 明和 集 (了 Y，y， 
b)。 称 它 为 不 分 明 集 a=(X,p, 4a) 在 映射 Bp 下 的 像 (Y 中 )， 
记 作 $a)， 
注 ”这 里 将 上 面 所 涉及 的 映射 系统 归纳 一 下 是 有 益 的 ; 
-X， 普 通 集 ， 基 本 空间 ; 
1: 隶属 加 数 ， 是 映射 x: 入 [0,1]; 
MH:， 语句 集 ; 
Qs 合 题 ， 
Y: 另 一 普通 集 ， 
ixz): x 的 真 值 . 
慷 
a= (XU 0):， 不 分 明 集 ， 
(了 ,>,》)， 不 分 明 集 。 


且 他 们 之 闻 有 如 下 的 关系 
* 100。: 


此 


X 一 - 一 >[0，1] 
| | iCalx)) = wo， 


| 
| M 


(alx)=a | 


Yo by) 一 一 一 一 ? 


bv) t(b(y)) 


0 
(X Ap a) 1(b)=» >(Y,»,0), 


定理 4,2.1 设 a=(X,h,a) 是 一 个 KF 集 ， 江 设 D 和 由 
分 别 是 函数 映射 8:X 一 了 和 :了 Y>Z， 则 
gpa)) = (eg 办 (ax)。 
即 9ba) 在 映射 9 之 下 Z 的 像 与 a 在 复合 映射 由。 由:X- 一 2Z 之 下 
Z 中 的 像 祖 同 。 这 里 
(po 8x) = pp x)), 
证 设 9(0)=(Y,v,5),，g(8(a)) = (Zrc)， 则 对 任 一 
ZEZ， 有 
c(CZ)=((3yYEG7)0CVy) = xz, 5b(y)) 
=(( 本 yE7)IY)=2z， (HXEXIGxX) = y, alx))) 
=((IJyCY, HXEXIV Y= zx, $x) = y, alx)) 
=((IxEXIV PxX)) = ,a(x)), 
这 就 证 明了 War))=(Z，r，c) 的 确 是 在 映射 9。$ 之 下 
a 二 《外 ,Kk,0) 在 2Z 中 的 像 。 
定义 4.2.3 芳 w=(X,Ha) 利 8=(7， 20) 是 两 个 不 分 
明 集 ， 则 wx 与 8 的 乘积 不 分 明 集 (Product fuzzy set)axB 
。101。 


为 不 分 明 集 (Xx 了 ,uxv,a 八 8)， 其 中 x 了 是 基本 空间 X 
和 了 的 笠 卡 尔 直 积 ，(4wxv)(x,y) = min (x(x)，v(y))， 且 
Ca/N\Vb) (x,y) = alx)ANb(Yy)., 
定义 4.2.4 在 实 直线 尺 上 定义 的 不 分 明 集 a= (R,&， 
Z)， 若 4 分 段 连续 ， 则 称 wo 为 一 个 不 分 明 数 ， 简 称 F 数 . 
定义 4.2.5 使 得 集 
x ERIkCX)= 
对 每 一 个 4E[0,1] 是 凸 集 的 不 分 明 数 ,这 种 集 我 们 称 为 单 峰 
的 (unimada1)。 
一 个 单 峰 的 不 分 明 数 ， 其 隶属 函数 亦 称 为 单 峰 的 。 
车 a 和 8 是 两 个 不 分 明 数 ， 则 zc+p8 和 ww .8 将 分 别 表示 
在 映射 (x,y) 习 x+y 和 (xy)-~>Xy 之 下 的 直 积 不 分 明 集 
a xB 在 尺 中 的 像 。 
定义 4.2.6 一 个 不 分 明 集 (X，k，Q) 若 存在 一 个 元 素 
xEX， 使 得 Kx)= 1， 则 称 该 不 分 明 集 为 正 态 的 (norma1l)，、 
4.2.2 不 分 明 变 量 
在 1978 年 S,Nahmias 定义 了 不 分 明 变 量 (SF 变量 ) 。 
认为 SF 恋 明 XX 为 定义 在 任意 的 集 T 上 的 实 值 函数 。 从 SF 
变量 可 以 引进 和 随机 变量 。 
定义 4.2.7 在 集 卫 上 的 一 切 子 集 的 类 上 的 标 度 c 过 注 
(i) og$)=0, olT)=1; 
(ii) ”对 于 本 的 任何 子 集 系 {4A。}， 
c(L 对 )= sup ol(A4s). 


这 个 标 度 o 的 概念 同 Zadeh 的 可 能 性 分 布 和 了 测度 的 概 
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念 是 等 价 的 。 由 o 和 F 变量 的 定义 可 以 确定 了 变量 的 隶属 
图 数 (SF 变量 X 的 隶属 函数 4x:R>[0,1]j 由 
x(x)=o{rET:X(r)=x}, xER 
直 义 )。 为 了 对 函数 g:R>R 得 到 SF 变量 XX 的 g(X) 的 隶属 
项 数 ，Nahmias 证 实 了 Zadeh 的 扩张 原理 : 
UL) = a ht 


例 (i) jex(t)= px(t/a)， 对 a 关 0， 一 切 i。 
Cy Wt Og IV Fe0. 


两 个 S 玉 变量 和 ,7 无 关 是 指 对 一 切 x,y 有 
ol({X=x}N {Y= y})=o{X=x}/No{Y = y}。 
这 个 概念 类 似 随 机 变量 独立 性 的 概念 。 一 些 SF 变量 称 为 相 
互 无 关 是 指 它 的 任何 -一 部 分 (有 限 个 ) 交 的 标 度 能 通过 每 项 标 
要 的 最 小 标 度 计 算出 来 ( 见 Nahmias 1978) 。 
定理 4.2.2 若 X 了 是 SF 变量 ， 则 
Hz+rCt) 一 Supa({ 和 = 和 站 人 二 一 3。 


叉 设 X， 了 无 天 ， 旭 

Wx+r(t)= supLpx x)/\ kr t ~ x)], 
其 中 X+ 了 二 由 

(X+Y)(r)= Xr +t Yr), rET 

按照 SF 变量 的 定义 ， 一 切 SF 变量 之 集 R "是 六 上 的 向 

其 空间 。 从 而 可 以 定义 数量 积 为 通常 的 数量 积 。 而 下 变量 的 
积 与 商 可 通过 实数 对 之 闻 的 二 元 运算 来 定义 ， 半 x* 了 由 (了 
* 了 )《r) = X(r) 沙 了 (7r) 来 定义 ， 其 隶属 函数 在 和 ， 了 无 关 时 
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可 证 明 为 
Lz#ytt) = Sup LuxCx) ANur Cy) J. 


SF 变量 有 一 个 重 此 的 特性 是 所 谓 的 上 是 性。 一 个 SF 变量 
又 为 四 的 是 说 和 的 隶属 函数 是 半 征 (quasi-concave)。 即 对 
一 切 a,，bER 和 0 和 4< 和 1， 有 
uxCha+ (1— Mb ux (a) /NN\ Wx(b), 

遵从 惯例 ， 仍 称 px 是 凸 的 。Dubois 和 Prade 称 一 个 凸 隶 

局 函数 为 -个 厂 数 ， 

1975 年 Chang 证 了 如 果 f，R" 一 R 是 一 个 连 祭 函数， 
且 关 !,，…，XX, 是 无 关 的 SF 变量 ， 则 (1，…， 久 ,) 仍 为 正 
SF 变量 。 


凸 隶 属 函数 类 包括 所 有 的 脆弱 集 及 一 切 单调 函数 。 也 包 


插 一 切 N(o， 亿 函数 ， 这 里 pz) =e “b,xER, 
aE€R, b>0. 

W。E。Stein 和 KK。Talti 研究 了 凸 SF 随机 变量 ,他 
认为 Zadeh 的 五 集 定 义 有 毛病 ， 从 而 追随 5S。Nahimas 
的 观点 研究 这 一 问题 。 下 面 我 们 介绍 卫 随机 变量 。 


$33 开 随 机 变量 


不 分 明 随 机 变量 ， 简 称 为 下 随机 变量 。 有 两 种 不 同 的 征 
义 办 法 ,分 别 由 Kwakernaak 及 Stein 等 人 所 引进 。 我们 
在 4.3.1 及 4.3.2 中 给 以 介绍 。 

4.3.1 五 随机 变量 是 一 个 取 值 为 五 数 的 随机 变量 

设 (2， 儿 ，P) 为 经 典 概率 空间 ，Z7 为 定义 于 其 上 的 随 
机 变量 ，w;(iE€]，J 为 一 有 限 的 或 可 数 集 ) 是 窗 集 ， 即 w;C 
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R, 1 ; Fi (1 7), 且 局 wi 三 尺 . 通 过 徐 集 可 “看 出 ” 


ti E 7 


随机 变 中 :的 含义 是 对 每 个 a。， 仅 能 确定 对 某 些 i€ 7 是 否 
U(w) iwi. 又 设 w; 的 特征 函数 为 了 ;:，，R 一 [0，1] ,而 用 S 表 
未 一切 分 和 连续 函数 映射 R 一 [0，1] 的 空间 , 如 前 4 ， 2.1 中 的 


二 论 ， 随机 变量 0 为 由 一 X。 给 定 的 上 映射 X: 8 一 S$ 所 确定 
ee U(w) Ew; 时 ， 有 X。=Ti。 这 指明 后 ep pe 
联系 的 U(w) 不 是 一 个 实数 ， 但 是 X。E SS。 因此， 映 射 X; 
2 一 S 应 当 是 了 随机 变量 的 一 个 特殊 类 型 。 我 们 称 U 为 F 随 
机 疲 量 的 原型 。 记 一 切 F 数 的 集 为 FE 
定义 4.3.1 称 映射 &， 8 一石 为 F 随机 变量 
在 害 ls 许昌 :ECODEOR Xoy nao) XiES, Aoe 天 


一 愉 。 而 由 一 X。 所 确定 的 映射 X， 2 一 S$， 要 求 对 每 个 4E 
[0,1]，UY 和 Ux* 是 (2 多，P) 上 的 有 限 实 随机 变量 , 满足 
(VEOER)Y Xo(CDxr(o)) 达 1 
和 CUV2r (oO)) 过 Ps 
其 中 5，D2 分 别 由 下 式 定 义 : 
Ur(w) = inf{x€E RIX,(x) > 1}; 
U**(w)= Sup{x ERIX,(x) 4}. 


x 后 ,对 每 个 EQ.x5R，aolX) 是 语 杀 《在 点 ww 最初 假定 的 
值 x”。 
 ， 随 机 变量 可 解释 得 更 为 清楚 些 。 设 概 举 空间 (2， 
多 ， 方 ) 比 (8，. 多 ，P) 更 广泛 。 又 设 记 是 冯 的 子 0 代数 ,在 
8 上 和 定义 一 个 等 价 关系 一 为 
OI~OSOLvYV AEC), cd4coscEd4]。 
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由 上 我 们 由 问题 得 到 一 个 下 随机 变量 的 一 切 可 能 原型 组 
成 的 ( 久 ，iCb(。)),b)。 为 了 避免 得 号 混乱 ， 以 后 不 分 明 集 
记 为 及 = (8, XX)。 我 们 沿用 习惯 的 叫 法 ， 称 在 为 一 个 下 随 
机 变量 。 换 名 话说 ， 称 映射 5 为 一 个 了 随机 变量 。 在 以 后 详 
节 内 称 其 为 KF 随机 变量 ， 

当 对 每 个 ww El， 存 在 一 个 xE R， 使 XX。(x)=1 的 FF 随 
机 变量 称 为 是 正 态 的 。 在 Kwakernaak 的 研究 中 仅 考 虑 正 态 
情形 。 

定义 4.3.2 若 在 定义 4.3.1 中 8 为 离散 的 可 数 集 ， 则 
称 在 为 离散 的 三 随机 变量 。 

” 当 讨 论 单 个 随机 变 映 时， 可 让 =N, NN 为 自然 数 集 、， 
多 取 为 NN 的 子 信 的 oo 代数 ， 并 记 PU{1}))=p;，1EN。 上 且 


i>Xi， 对 一 切 iEN. 
可 见 , 离散 的 单一 下 随机 变量 脐 实质 是 由 一 列 数 对 Cp:，X') 
(i=1,2,…) 来 刻 划 的 。 其 中 之 pb: =1，X' 是 隶属 函数 ， 表 


示 由 下 随机 变量 决定 的 了 值 . 

在 意见 询问 的 例子 中 ( 兄 第 二 章 例 2.2.1) ， 其 结果 为 一 
ee 和 概 深 p=0.4， ps:=0,.5, ps=0.1, 而 X!， 
X*，X 分 别 是 “很 中 ”*>、 “上 暧 ? 及 “不 评价 ”的 隶属 函数 。 

匈 散 王 随 机 变量 在 ， 其 原型 关于 a( 旺 ) 加 .多 “可 测 ， 卓 
是 定义 在 入 x 8 上 的 随机 变量 宇 。 将 0 在 (i,w’)ENX 28? 
的 值 记 为 io)。 廊 在 下 集 下 = (9 ,x) 上 的 下 属 度 如 下 : 

infinfX Cs (w’ )), 


对 于 转 助 概率 空间 (8 ，. 多 '，P/') 可 如 下 理解 ， 最 初 的 
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代数 fc 多 而 论 ， 它 由 一 切 形 如 X= 4x 8'，AE.Z 的 柱 集 
所 组 成 。 
设 £ 是 一 个 随机 变量 ， 使 得 


ee eh 
用 o(X) 记 由 随机 变量 UX 及 UY* 生成 的 8 子 集 的 o 代 数 ， 
其 中 kwE[L0,1]。 为 简单 计 ， 把 xc(X) 作 为 由 和 生成 的 ac 代 
数 。 现 在 我 们 来 说 明 一 个 事实 ， 概 率 空间 (8， 和 多，P) 上 的 
#， 按 它 的 原型 ,是 (8，. 艺 ，S) 上 的 随机 变量 。& 表现 为 一 
个 不 分 明 约 化 。 对 (8，， 户 ) 要 求 任何 一 个 8 的 原型 六 关 
于 ol(X)@.8 7 可 测 ， 其 意思 是 在 只 中 这 与 有 用 的 不 分 明 信 
息 相 -一致 避 
因此 ， 上 的 一 切 可 能 的 原型 之 集 儿 是 定义 在 (2，. 多 ， 
户 ) 上 的 一 切 随机 变量 的 集合 ， 它 关 于 a(X) 四 丈 / 可 测 . 对 任 
何 的 E22， 可 接受 的 是 由 语句 b( 宁 ) 的 真 值 给 定 的 原 型 ， 
这 里 
b( 站 ) = (他 是 & 的 原型 ) 
= Aa (在 点 (oyo“) 的 原型 值 疗 (oo )) 
w/en’ 
= A ao (Uw,0’ )) 
w/en’/ 
所 以 ， 可 接受 的 也 是 由 下 式 给 定 的 原型 : 
1(b(0)) = inf i(as(D (0w ,0 ))) 
GOAE97 
= inf XD(w,w’)). 
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则 我 们 可 取 8 为 在 关系 一 下 的 商 集 8= 8/~. 即 在 一 关系 下 
将 中 分 为 相互 不 相交 的 等 价 类 。 为 了 冠 义 多 和 了 P， 令 c 为 
正规 映射 c， 9Q— 2， 而 多 为 8 的 子 集 类 , 它 在 c 映射 下 的 
原 像 属于 .多 。 测度 PP 定义 为 : 车 4E 多 ， 则 P(A)= be 
(4)]. 我 们 称 (8，. 和 F，P) 为 由 OcF 生成 的 (8， 丹 ， 万 ) 
的 约 化 。 四 
_ 设 说 是 任 一 个 定义 在 (8，.F， 祖 ) 上 可 测 的 随机 变 
量 , 则 可 得 对 w€ 8, 训 在 集 c”'(w) 上 为 常量 。 事 实 上 ， 因 
为 若 人 1 Eco)， 作 Eco)。 则 c( 钙 1)= cl6,)。 因 此 
站 一人。 若 六 oo)=x， 那么 人 IE{5E(X)=x+。 于 是 
由 如 1 ~~ 如 ,有 6 E{GI 了 Cw)=x}. 所 忆 人 (61)=x= 字 (G1)， 
故 证 得 0 在 c '(w) 上 为 常量 
现在 ， 在 (2，. 多 ，P) 上 用 Do) = 他 (c-1o)) 定 义 随 机 
变量 IT， 显 然 上 和 UU 有 相同 的 概率 分 布 。 给 定 关于 0 可 测 
的 任 一 个 随机 变量 集 六 ,，…， 六 。， 定 义 在 (8，. 氏 ,， 方 ) 上 ， 
则 可 得 一 个 定义 在 (&， 5 P) 上 的 随机 变量 集 U 1,U,，,…， 
U,， 并 且 0 ，…，U。 与 和，…，f. 有 同样 的 概率 分 布 . 
见 ,给 定 概 率 空 间 (8，.F，P), 就 存在 一 个 概率 空间 
(8,.F， 祖 )， 使 (8，.FF， 了 了) 为 其 约 化 。 设 (8，.F， 卫 ) 为 最 
小 的 。 从 而 它 是 它 自 己 的 约 化 (关于 .多 )。 因 此 ， 我 们 引进 一 - 
个 辅助 的 概率 空间 (8 ，. 多 /，P')， 假 定 任 何 有 限 个 随机 变 
量 集 恰 有 给 定 的 分 布 . 前 设 ( 仑 氏 ， 方 )= (8x 8/ ,FO 
多/， 了 图 P)， 这 里 .多 四 .多 "是 包含 一 切 形 如 4x4，46E 
多 ，4/ 各 多 /的 集 的 最 小 c 代数 ， 并 且 P@P' 是 多 四 . 红 / 上 
的 均 积 测度 。 显 然 (8， 红 ，P) 是 (98，. 多 ， 儿 ) 的 约 化 ,就 
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样本 空间 N 作为 该 地 被 分 成 不 相交 的 团体 数 ， 相 应 于 第 i 个 
团体 随机 变量 的 值 X" 认为 是 该 团体 交 出 的 意见 。 因 此 ， 
第 i 个 团体 要 求 一 个 实数 x， 作 为 该 团体 (在 我 们 例子 中 涉及 
到 温度 ) 可 接受 的 意见 是 Xi(n)， 引 入 辅助 概率 空间 的 目的 ， 
在 于 将 每 个 团体 的 意见 区 分 开 来 。 对 于 固定 的 i， 随 机 变 量 
U0:(w )，w GE 8'， 表 示 第 i 团体 范围 内 关于 意见 的 划分 。 
采纳 避 ;(w') 实 际 相 当 于 第 i 个 团体 的 意见 是 a Xi (0. 
已 E 


《oO“)) ,采纳 7 相 党 于 对 一 切 团体 的 意见 由 上 面 的 式 子 给 出 、 

4.3.2 SF ee FF 随机 变量 

设 8 为 样本 空间 ， 品 = (w)。 概 率 测度 定义 在 8 子 集 的 
称 2 2 一 R" 为 F 随机 变量 。 按 照 玉 变 景 定义 ，2Z(w),wE€ 
8， 是 一 个 五 谈 量 。 

现在 我 们 仅 考 虚 取 有 限 值 的 F 随 机 变量 。 设 Xi，…,X， 


是 已 变量 ， Elis "sy BE, 为 8 的 一 个 划分 ，。 称 Z(o) = >， 


Te,(o)Xi 为 一 取 有 限 个 “ 值 "( 每 个 是 变量 ) 的 F 随 机 变量 . 
因此 ，2 依 概 这 P(E;)=P; 取 值 Z(w)。 
这 种 也 随机 变量 今后 称 为 SF 随机 变量 ， 


$4 了 随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 


在 概率 论 中 经 常 应 用 随机 变量 的 数字 特征 ， 它 作为 研究 

分 布 函 数 特征 的 工具 而 在 初等 概率 论 中 占有 重要 的 地 位 。 旱 

在 古典 概率 的 崛起 时 期 ， 数 学 期 望 的 概念 已 隐 含 于 文章 之 

中 ， 经 过 一 段 相 当 长 的 时 间 之 后 ， 方 才 有 随机 变量 的 数学 期 
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望 这 一 名 称 。 其 本 身 的 实际 意义 乃 是 随机 变量 的 平均 值 ， 表 
明了 随机 变量 取 值 的 位 置 特征 ， 这 些 都 是 众所周知 的 ，。 

4.4.1 经 典 随 机 变量 的 数学 期 望 

当 我 们 知道 乔 机 变量 挟 的 分 布 函数 (x) 以后， 借助 于 
勒 风格 积分 ， 可 以 直接 给 出 数学 期 望 EE 的 定义 。 当 然 ， 我 
们 亦 可 先 定义 随机 变量 矩 的 概念 ， 而 后 以 数学 期 望 为 其 特例 
而 得 出 ， 这 里 按 前 一 种 办 法 给 出 定义 。 

定义 4.4.1 设 随机 变量 & 的 分 布 函数 为 F(x)、 若 积 


分 | 1xldF:(x) 存 在 ， 则 称 积分 


| ES C4.4.1) 


为 上 的 数学 期 望 ( 均 值 或 期 望 )， 记 作 EE。 
如 果 我 们 从 概率 公理 体系 出 发 ， 我 们 亦 可 定义 期 望 ， 
定义 4.4.2 设 Elw%) 是 定义 概率 空间 (8，F，P) 上 的 


随机 变量 ，w € 2。 若 积分 | 15(o)14P(o) 存 在 ， 则 称 


| SoodP(o) (4.4,.2) 
为 随机 变量 EE 的 数学 期 望 (或 均值 或 期 望 )， 记 作 EE。 
这 两 个 定义 是 等 价 的 。 即 
EX 1 伟 定 义 2 


| SCoodPCo) = | xaF: (x), 


等 式 一 端 存在 ， 另 一 端 必 存 在 。 
这 个 等 式 给 出 了 由 定义 2 定义 的 期 望 BE 的 便于 计算 的 
公式 。 而 其 中 积分 理解 为 分 布 函数 Fe(x) 产 生 的 Lebesque 一 
。 IELi0。 


Stieltjes 测度 的 Lebesque~Stieltjes 积分 。 如 此 ，EE 表 
为 数 轴 上 的 积分 。 
4.4.2 五 事件 的 均值 与 方差 
(1) 1968 年 Zadeh 给 出 如 下 定义 
定义 4.4.3 F 素 件 4 的 均值 和 方差 分 别 为 
m( 妇 ) = "XA4(x)dP, (4.4.3) 
pA | r(x- mk)) 4dP. 
(4.4.4) 
(2) 1974 年 Nanmias 给 出 另 一 种 形式 。 设 (X，G(X)， 
P) 为 一 概率 空间 ， 
定义 4.4.4 设 h(x)EGlx)， 称 


mh(x)) = pc) | ,xhCx)dP (4.4.5) 


D: (0) = PC | Cx- ml h(x))I? h(x)dp 
(4.4.6) 

分 别 为 xz) 的 数学 期 望 及 方差 。 

定义 4.4.5 设 不 分 明 事件 4 的 隶属 函数 为 h(x), 则 称 
m(h《(x)) 及 D:(h(x)) 为 4 的 数学 期 望 及 方差 ,分 别 记 作 
m( 寺 ) 及 D:(.4). 

这 种 定义 ， 实 际 上 是 把 期 望 与 方差 作为 概率 分 布 的 泛 函 
来 加 以 定义 的 。 

(3) 设 (8，2 弛 0) 为 下 测度 空间 , 其 中 8 是 样本 空间 ， 
塘 是 一 个 oo 代数，w(。，。) 为 下 测度。 又 设 + 为 了 集合 4 
的 隶属 汞 数 ， 关 于 光 可 测 。 

定义 4.4.6(A。Kandel) 在 下 集合 和 4 上 x 关于 测度 w 
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的 王 期 望 值 FEV 由 下 式 确 定 
FEVY= sup [min(ea,w(4.,.))) (4,4.7) 


acer0o0yl] 


其 中 4。= {x|x(x) 宇 a} 夺 4、。 
引 理 4.4.1 对 任 疙 的 a1，a,; E50,1]， 有 
min[ai,w(A1)J<max[Le,,w(Aa,)] (4.4.8) 
证 | Ql, 时 ， 有 mainLaa， w(Aa )]<ai < < 
max[Lgs.w (44a,)]。 而 当 a;<oi 时 有 w( 息 a,) <w(Aa,) ; 
从 而 minfei,w(Aa,)]<w(Aa,) 
引 理 4. 4.2 sup {min[la,w(4.)]}< 
Tnf {maxla,w(4。)]}. 
证 出 引 理 4.4.1{min [rg，w( 妇 ,)]} 的 每 个 数 都 比 
{max[La，w(44,)]} 的 每 个 数 小 ， 得 证 。 
引 理 4.4.3 不 存在 实数 S$， 使 
,sup {minta, < 


WET ,1 
Lnf {max[a, wl(A4.)1}. (4.4.9) 
证 ”假如 这 样 的 $5 存在。 涩 w(4;) 志 S$ 时 ， 
Ss nf {max[e, w(A.)1}<maxtS,w(A)1=S, 


a 了 时， 右 
《三 a w(As)]e up {min[e, 
w(A.)J}<S 
这 两 种 情形 均 导 和 致 牙 汪 。 信 而 证 得 引 理 。 
引 理 4. 4.4 sup {min[a, W( 4 ]} 
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< Inf {maxLa, w(4.)]} 不 真 。 


aErno 
证 若 它 成 立 ， 则 存在 一 个 实数 人 于 其 间 ， 这 与 引 理 
4.4.3 相 矛盾 ， 
由 引 理 4.4.2 至 4.,4.4 得 如 下 定理 ， 
定理 4.4.1 , Sup ,tminLa, wl4.)]} 


= Jnf {maxLe, w(4.)J}. (4.4.10) 


:人 


下 面 我 们 来 讨论 迷 中 趋势 的 度量 与 期望 值 之 间 的 关 


平均 数 是 -… 组 数据 的 代表 。 它 狂 于 按 大 小 排列 的 一 组 数 
后 出 中 心 位置 ， 被 认为 是 集中 趋势 的 测度 ， 它 有 多 种 类 型 。 
公认 的 有 算术 平均 数 、 中 位 数 、 众 数 、 几 何平 均 数 和 调和 平 
均 数 。 

设 一 组 有 限 数 据 ， 有 n+ 1 个 不 同 的 隶属 等 级 0<al<as 
过 之 qr+1 夺 1。 它 纺 含 测度 w(4。) 的 个 不 同 的 水 平 ， 
其中 不 考虑 0 与 1。 居然 集合 


{a 和 {0;(4)} (4.4.11) 


递增 而 县 在 每 个 集中 不 能 任意 交换 。 因 此 这 两 个 集合 的 并 有 
27n +1 个 元 素 。 

定理 4.4.2 如 于 所 述 的 2p+1 个 数 的 中 位 数 ， 对 有 限 
的 nn HI FEV 给 窟 ， 

4.4.3 FF 随机 变量 的 数学 期 望 

(1) 设 肝 是 一 个 KF 随机 变量 

定义 4.4.7 在 的 期 望 是 一 个 下 数 ， 它 是 下 集 旱 = (多 ， 
X) 在 映射 FE， 多 一 R 下 的 像 ， 使 得 
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Ff > EO. (4.4.12) 
注意 ， 表示 通常 的 数学 期 望 。F 数 E 昼 的 隶属 函数 记 
为 (下 在 )， 因 而 了 下 = (R，( 下 让))。 其 中 
(EE)(X)= suUp int XT (ww)), 
Uea: FE U= x 9 
XER, (4, 4 13) 
当 下 为 离散 KF 随机 变量 时 ， 五 在 的 隶属 函数 (E 脏 ) 为 


sup inf inf Xi(D (0 )).。 
Des:s td-r ”0 ED! (4.4.14) 


了 计算 KF 随机 变量 的 (不 分 明 ) 期 望 ， 就 应 寻找 相应 
于 一 给 定 下 集 的 水 平 集 族 。 如 果 这 些 水 平 集 是 已 知 的 ， 该 万 
集 就 完 爹 被 刻 划 出 来 假如 (M,N) 是 一 个 下 集 ， 定 义 在 基 
本 空间 M 上， 其 中 m: M 一 [0,1] 为 隶属 函数 。 那 么 对 每 个 
ApE[0,1], 集 C。 = {gE€EMim(a) 之 1K} 为 4 水平 集 ,， 给 定 水 平 集 
族 C=(C,)。 隶属 也 数 m 可 从 下 面 公式 得 到 ， 

m(g) = sup{u€ELO0,1le EC,}, EM (4:.4.15) 

设 离 散 KF 随机 变量 慷 用 (jp;,，Xi)，i =1,9.… 来 描述 。 
现 介绍 确定 E 肝 的 水 平 集 的 计算 规则 如 下 : 
步骤 1 选择 水 平 4&G [0,1]， 
步骤 2 对 每 个 := 1,2… 确 定数 
CO = inf{xERIX: 《ZX) 1}, 
us* (pu) = sup{xE RIX;(x)> 1} 
步 台 3 确定 水 平 集 C, ={x€E RI(EB)(x) 之 x} 


Ce op: us (1), 1 us* (4) |. 


“4。 


步骤 4 对 足够 多 的 4 值 重复 步骤 1 至 3. 
步骤 5 确定 水 平 集 D, = {xERI(B 昼 )(x) 之 0}) 为 


D, = | 之 aa， pin? | 


NY 
A 
匡 


u'= inf{xERIX' (x) >0}, 
u'"=sup{xERIX'(x) >0}. 


证 步骤 3 与 5 可 由 下 面 定 理 4.4.4 得 知 ， 步 又 5 是 为 
了 限定 隶属 函数 (E 下 ) 的 柱 集 站 ,， 而 (E 避 ) 的 形状 可 由 步骤 3 
所 得 水 平 集 借 助 (4.4.15) 公 式 推 出 ， 

在 列 出 该 规则 的 步骤 时 ， 我 们 总 认为 四 满足 条 件 ， 

un Ainf{xE RIXI(x)>4}> - oo， 

ur*(y) 全 sup{xERIX'I(X)=N}<+%, 
其 中 

XGO ) zp, Xi ) 
前 两 个 条 件 说 明 对 每 个 iEN， 了 函数 X' 有 有 限 的 柱 集 。 如 果 
每 个 X 为 上 半 连 续 的 ， 即 对 每 个 KE50,1], 集 {x ERIX'(x) 
宇 pW} 为 团 集 ,后 两 个 条 件 成 立 , 但 实际 情形 是 半 连 续 条 件 常 常 
不 出 现 。 

例 4.4.1 在 我 们 谈 及 的 意见 询问 问题 中 ，? =0.4， 
p2=0.5, ps=0.1, ps=0,， (KE4)。 而 和 、X2 和 Xs 是 
“很 上 暖 ”、“ 暧 ”和 “不 评价 ”的 隶属 函数 ( 见 图 4.4.1). 由 规 
则 容易 算出 直下 的 水 平 集 ， 再 由 (4.4.15) 公式 ， 算 出 
(CE 和 )， 如 图 4.4.2 所 示 。 注 意 平 均 温 度 在 27°C 和 27.5°C 
之 间 是 完全 合理 的 ， 如 果 温 度 减 小 至 22"C 或 增加 到 32.5°C 
它 减 小 到 0， 
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鲜 4.41 飞 1， 入 2， 从” 之 图 形 


-一 一 


22 3 温 上 
图 4,4.2 EX 的 隶属 函数 (EX) 
一 般 的 说 ， 关 于 E 有 时 有 如 二 定理 。 设 4 是 定义 在 (9， 
多 ，P) 上 的 cc(CX) 可 测 随机 变量 的 集合 。 
定理 4.4.3 若 鼠 是 单 峰 的 ， 即 X。 为 单 峰 的 ， 则 
(ER)(x)= sup inf Xs,U(w)), xER 
UeRsLiU=x WENQ 
(4.4.16) 
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证 设 s>0 是 任意 一 个 正 实 数 。 则 总 存在 一 个 随机 变 

如 

(ER)(x)= inf XUr(oy oO )) 十 E。 

Bd 
定义 随机 变量 
(3 

V*(w) = |]U*(w,w" )dP’ (w’), WE RD. 
显然 V*EC2， 和 是 EV* =x。 册 X。 的 单 峰 性 ， 丰 对 一 切 wE€ 
2， 有 

inf XeAD*(w, ww))SKX AV*(w)), 


en 
因此 
(El)(x) SE inf XV* Cw)) + 
Ww EE 


< sup inf XV(w))+e 
二 人 = WEN 


另 一 方面 ， 由 (4.4.13) 式 限 制 Us 使 Cw,w’)=V(w), 
VE ,显然 


(EE 慰 )(x)i:: sup infX,(V(w)), 
EP EY =xoEgQ 


将 它们 结合 起 来 ， 有 
sup infXo(F(o)) <(BEE) (x) 


. E 旬 7 一 


和 Sup infX,。V(w))+e 
下 人 和 


由 于 e 网 任意 性 ， 证 得 定理 。 


这 个 定理 说 明 ， 若 下 是 单 峰 和 的 ， 可 直接 由 (2, 多 ,P) 确 
定 EE 在。 


对 于 一 个 给 定 的 KF 随机 变量 及， 定义 ;， VwEQ， 


“了 工 7。 


T(x) = sup min[X,(u), Xv)], xER, 


容易 看 出 入。 是 单 峰 的 。 假 如 X。 是 单 峰 的 ， 则 及 。=X。。 
我 们 定义 可 约 的 天 F 随机 变量 四 = (性), 即 .认为 定义 在 
(8 ,多 ,P) 上 一 切 ccCX) 可 测 的 随机 变量 的 集合 。 则 我 们 可 以 
证 明 

定理 4.4.4 五 不 = 开 系 。 

它 说 明 对 于 单 峰 情 形 求 天 了 下 没有 丢掉 精度 . 
论 可 以 如 下 看 待 ， 映射 E; HR 可 由 下 面 两 个 映射 合 
令 Te WY， 则 由 


FD = [dP(w)|D 0, 0 ) dp’ (0’) (4.4.17) 
可 知 ，ED 为 映射 (i) 和 (i1i) 的 合成 ，; 
(i) Y=>9, 由 >0D， DU(w0)= | 六 (oo )dP (C07) 


确定 ; 

(ii) 秋 -~>R。 由 人 -ED 指定 。 

在 (i) 之 下 至 的 像 为 佛 ; 在 (ii) 下 下 的 像 为 及 .由 定 
理 4.2.1， 旱 在 复合 映射 之 下 的 像 恰好 是 E 脂 。 

定义 4.4.8 设 昧 =(¥,X) 和 了 Y= (9 ,了 ) 是 两 个 KF 
随机 变量 。 称 中 中 直 积 下 保 四 x 歼 =( 和 < 多 ，XX7) 在 里 
射 ( 定 ,也 ) -> ED 这 下 的 像 上 及 了 为 及 了 的 一 期 望 。 

定义 的 含意 是 指 8 吓 为 一 个 玉 数 ，E 有 Y=(R， 
(卫生 下 ))。 其 中 对 一 切 zs R， 

(EXY)(z)= sup inf LX CO ) Ys 


~ - 
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Y。(V (ww ))] 


因为 (他 , 必 ) Ex 有 隶属 度 ( 在 也 集 旷 x 了 了 中) 
min[ inf X Tw 0’ )), inf YolV (ww ))] 


= inf Eo min XC0,0)), Yo (VC(w, 0w’))] 
WEY 
wo/ cg/ 


一 个 KF 随机 变量 脐 称 为 是 非 负 的 ， 若 对 于 x<0 及 一 
切 wE€8， 有 Xlx) =0。 由 单 峰 变量 四 和 了 分 别 给 定 的 KF 
随机 变 量 肝 = (8,X) 和 Y= (9,Y)， 有 如 下 结论 . 
定理 4.4.5 若 居 和 了 是 单 蜂 的 ， 则 
(EXY)(z)= sup inf minL Xo。(U (0)), 


», EUF=2 wWERQ 
Ve 


FPC0))1 | (4.4.18) 

其 中 zE RR。 

定理 证 明 较 ~ 代 夏 省 上 略 。 

定义 4.4.9 若 册 天 F 随机 变量 兰 ; = (R,X') (1=1， 
…,7) 的 久 i 所 生成 的 8 子 集 的 oo 代数 o(Xi) (1= 1,……,n) 
是 独立 的 ， 则 称 这 些 随机 变量 用 ; 是 独立 的 。 

定理 4.4.6 芳 发 和 工 是 两 个 非 负 的 KF 随机 变量 ， 
唱 ERY=EX. EY. (4.4.19) 

证 不 失 普 遍 性 ， 设 脏 和 了 是 单 峰 的 。 出 于 尾 与 了 
独立 ， 故 任意 的 随机 变量 UE 和 VE 也 是 独立 的 。 从 
而 有 

(EY )(z)= ee sup inf min[LX,。U(w)), 
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YY。7Co)7)] 
inf minLX。(Gwo))，yYCGFGo))] 


三 sup 
Uea ,Veg ,u,veR: 
EU=:,EV~v, 
Unmnz 
sup - sup inf 
u,vERS UY=Z Ue ,UE® .EU=u, EV=v weQ 


min[X,U(w)),Y,(V(w))) 


ee 


= sup | sup in{X。(U(w)), 
vvERS uv=7 UEea :EU=u EQ 


sup inf Y ,( oe 
VEN 


VEB SEV=v 


= sup min[(E 尺 )(u), (EY )(v)] 


u UER, UURZ 


= (BEEY)(Z). 
(2) 关于 Stein 的 SF 随机 变量 。 数 学 期 望 值 仅 考虑 形 
如 下 面 的 SF 随机 变量 ， 
Z(m)= > (4.4.20) 
其 中 Xi，…，X 是 六 变量 FF ，…， 五 。 是 样本 空间 8 的 


一 个 划分 ， WE LR, 且 Z 依 概率 P(E;)=p; 取 值 和 Xi。 
定义 4.4.10 2Z 的 数学 期 望 BE2Z 为 


E(2)= SpiX,. (4.4.21》 


定理 4.4.7 对 一 切 a, b， 有 
E(aZ+8)=aE(Z)+8. a,8ER. 


证 aZ+B=a2Zle,XitB= >Ig,(aX+B8B)， 所 以 
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E(cX+p)=>bi(oXi+p)=a2DbiXi+6=aECZ)TO 
定理 4.4.8 设 {X;) 是 无 关 的 变量 ， 则 
AhE(2) (t) = SUPLAX (XAN /Kx (Xn) (4.4.22) 


其 中 sup 遍及 (xi，…xn) 且 受 pixi= tt 约束 。 
证 kez)《(t)=ol(5Sprxt=t)、 类 似 于 $3.1 的 证 明 
过 程 可 得 。 
注 ”这 一 定理 结论 与 KE 随机 变量 期 望 中 所 举 的 例子 结 
论 相 一 致 。 
定理 4.4.9 设 SF 随 机 变量 
-全 依 概率 轨 
了 ， 依 概率 q。 


其 中 对 与 了 是 无 关 的 记 变量 ， 且 p+g=1， 则 
tecz) C(t) = supLux C(x/ Nuy((t—x)/g)] (4.4.23) 


证 ”直接 由 定理 4.4.4 得 证 。 
定理 4.4.10 设 Z,，Z:，…Z, 是 SF 随机 变量 ，ci， 

…， 04 是 任意 实数 。 则 
BOr250)=>OIRCOZCI)。 {4.4.24) 


这 个 定理 显然 是 定理 1.4.7 的 推广 。 

定理 4.4.11 设 2，W 是 独立 SF 随机 变量 ， 则 
E(ZW)= E(Z)E(W)., (4.4.25) 

证 设 Z= 和 Ile,Xis WW= Zlr,Y;， 其 中 {Ei} 及 {F,} 


是 只 的 两 个 划分 。 有 LZ， 卫 独立 的 意思 是 P(BE,nE) 
= P(E;)P(F,;). 故 


= SP(E Xe SP(FI)Y; = E(Z)E(W). 
从 以 上 关于 数学 期 望 的 定义 来 看 ， 天 万 随机 变量 的 期 望 
是 一 个 下 数 ， 而 SP 随机 变量 的 期 望 是 一 个 王 变 量 ， 亦 是 一 
个 SF 随机 变量 。 但 都 可 看 成 是 一 集合 , 他 们 出 发 点 (处 理 办 
法 ) 不 同 ， 但 基本 结构 相似 ， 虽 然 Kwakernaak 的 理论 中 期 
望 不 保持 线性 性 质 。 结 合 Zadeh，Nguyen, 上 andel 和 Byan 
等 人 所 给 的 下 随机 变量 来 看 ， 更 好 的 结论 还 待 进一步 发 展 。 


35 收敛 性 
设 玉 ，{2Z,} 是 SF 随机 变量 。 
定义 4.5.1 设 X,,X 是 SF 随机 变量 , 车 对 一 切 +ET， 
有 六 ,C7) 一 XC(rY)， 则 称 久 ,收敛 于 六 ， 记 作 久 ,一 X。 
这 个 定义 与 点 态 收敛 是 不 相同 的 。 例如, 考虑 了 ={a， 
8,6}， 每 个 元 素 有 相同 的 等 级 c。 定 义 王 变量 ， 


X,(a)=1, XX(a)=1. 
XX. Pp) =2, XC8) = 2。 
Xn(6)=2+1/n, X(6)=2.。 
因此 和 ,~ 一 X。 现 在 
‘O(a), | 
lim px.(1)= ，a(p)， 若 上 =2 
\、0， 其 它 
而 
ax) 帮 t=1y 
Klinx,(t)= : (PU 
\0 其 它 


其 中 px 为 和 的 隶属 函数 ， 定 义 为 
“122 。 


Ux(x)=o{rET: X(r)=x}, xER,。 
车 o(6) 之 ao(B)， 则 1im pr (tb 与 Kiinmx,(t) 不 同 。 


定理 4.5.1 令 {2Z;} 是 独立 的 SF 随机 变量 。 设 
a 该 概率 加， 
”了 YY， 按 概率 4， 

有 2,= (2 + .+Ii)/n, E(Z;) = E(Z), TEN。 则 
ZE(Z), n—oo. 

证 2,=(k/n) 居 + ((n 一 k)/n) 了 ， 这 里 上 是 一 个 随机 
变量 ， 表 示 在 开头 的 ”次 试验 中 “发 生 ?” 的 数目 。 由 非 不 分 明 
强大 数 定 律 ，k/n 对 每 个 o 收敛 于 p。 2 对 每 个 o 收 
敛 于 ok 证 先 。 

个 定律 可 以 看 作 是 大 数 定律 的 特殊 情形 . 

引 理 4.5.1(Nahmias) 若 和 XI，…X， 是 无 关 开 变量 ， 
X; 的 隶属 函数 为 NCei,D;，)，8;，>0， 即 PSDs 
一 47)?/5f}， 则 对 任 箱 正 实数 c1,，.…，cs， 有 ciX1i+， 
cn 儿 。 是 一 个 下 变量 ， i a > Ga bi 

定理 4.5.2 令 {Z;} 是 独立 的 SF 随机 变量 。 

(上演 ;， 依 概率 p， 

Cr 依 概 率 de 
其 中 {天} 和 {了 ,} 每 一 个 是 无 关 F 变量 序列 (并 且 一 切 及 ;和 
,是 无 关 的 ), 设 及 ; 的 隶属 函数 是 N(1,1), 而 了 ;是 N(0， 
1) 的 . 则 对 每 个 wE€ 8, 序列 2,(w) 的 隶属 函数 收 鳃 于 (2,) 
= bp 这 ,+qY ,的 求 属 函 数 ， 

证 2,(w) 的 隶属 函数 和 (k/n) 星 ,+ (Cx 下/n) 了 ,的 
相间 ， 这 里 有 是 一 个 二 项 随机 变量 的 值 。 由 下 理 知 及 , + 下， 
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与 9 昼 , 有 相同 的 隶属 函数 ,有 旦 了.(o) 有 隶属 函数 N(R/r ,1)， 
当 n->co 时 ， 由 于 N(a,b) 的 连续 性 ， 它 收 伍 于 和 N($p,1) 的 F 
变量 ， 容 易 验 证 BE(2Z1) 的 隶属 函数 是 N(p,1)。 


$6 条 件 期 望 与 条 件 概 率 


条 件 期 望 可 以 从 很 一 般 的 情形 来 研究 。 例 如 Kwaker- 
naak 就 一 子 ac 代数 条 件 下 F 随机 变量 条 件 期 望 的 定义 及 性 
质 进行 了 探讨 。 但 我 们 这 里 仅 就 其 特殊 情形 来 考虑 ， 

设 居 = (2, X) 和 了 = (WY, 了 ) 是 定 义 在 (8 ,多 ,PP) 上 的 

两 个 KF 随机 变量 。ACR 是 一 个 Borel 集 。 

定义 4.6.1 在 给 定 了 EA4 条 件 下 至 的 条 件 期 望 五 ( 避 
1 了 € 4) 为 直 积 时 XxX 了 在 RR 中 的 像 映射 49?” x 多 一 RR， 由 
( 定 , 祖 ) 一 瑟 ( 太 | 作 EB) 确 定 ， 

容易 证 明 E( 尺 | 了 EB) 是 一 个 由 下 式 确 定 的 数 ， 


(BE( 证 |Y € B))(Z) 
sup inf min[ RU(w)), TY 3(N(w))J, 
Ue ,se WEQ 
E(Un)/E(A) -+ 


其 中 ZER。 


由 此 推出 当 及 ,了 独立 时 ，E( 及 | 了 YE 4)=E. 

定义 4.6.2 在 了 EB 条 件 下 及 Eh4 的 概率 P,( 玉 EA4| 
了 了 EB) 为 在 映射 (可, 防 ) 一 户 ( 宁 E 4A| 亿 EB) 作 用 下 怪 x 了 了 于 
R 中 的 像 . 

由 定义 ， 有 

P,(RREAIY EB)(p) 
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= sup inf min[XsP(w)), Yo(V (2))] 
Pe 
Pl(UeAIVeEB)-? 
Re ee _ Bt EA,FEB) 
记 Pl(OEAIVEB)= PFEB) 
|aplo)|, dP’'(w’ } 
UeAsyeB 


|aPlo) | .ape ) 

人 人 or(o)dPo) 
|<o)aP(w) 

= 了 = 互 Bo gy= Ey 

Jp rw) a ow) 


1} 


Jw)a (ow) 


局 
申 


A(wW) = | 2’ C0'), 


J ) oak > Go ), I(w)>0, 
w) = €AsVE 

任意 有 限 H(w)=0， 
b= E’ *y, 


且 肝 在 映射 记 一 J 一 Vb 之 下 于 2 中 的 像 是 IX53 而 了 在 映射 
多 一 了 之 下 于 乡 中 的 像 是 TY53。 由 上 式 得 
PpP,( 人 EAIY EB)() 
a inf minLToX (G0)), To¥ (xr(w))]. 
E(wWxr}/En=? 
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如 同 经 典 概率 论 氢 述 的 那样 ， 在 斑 与 了 独立 时 有 
P,(REAIYTEB)=P,(AEA)., 
当 尾 与 了 为 离散 的 KF 随机 变量 时 ， 可 给 出 条 件 期 望 
与 条 件 概 率 的 计算 规则 . 设 下 与 了 由 概率 集 p;;，?,j= 1， 
2，… 所 确定 。 有 在 的 忆 值 由 隶属 函数 Xi，; = 1,2,… 表 示 ， 
了 的 由 了 i，f7=1，2，… 表 示 。B 为 RR 上 的 Borel 集 . 
| 。 确 定 E( 肝 | 了 CB) 的 水 平 集 的 规则 : 
步骤 1 对 j=1,2,… 确 定数 
sf= supY'(y), sf= sup Y (y). 


步 了 肾 2 确定 水 平 44，k=0，1，2，…， 它 们 与 1 和 
min(st,s4)，= 1，2，… 不 同 。 整 理 wx 为 顺序 
1= po > 
步骤 3 选择 一 个 XE50,1]. 最 好 一 开始 取 为 ps，k= 0， 
1，…， 则 wu=0， 而 后 取 中 间 值 。 
步骤 4 确定 集合 
11=47TENIs SAph 人 二 EN 
js= {1ENIs!IEu}, Jr={7EN|s? Eu}, 
步骤 5 对 ;=1，2，… 确 定数 
ui(u) = inf{xE RIX'(x)> 4A}, 
ur*(n) = sup{xE RIXi(X)=u}. 


步骤 6 确定 数 
9 之 CN) 

an= min\ 2 -一 (ViEN)A; EL0,1], 
、 > jij 


» 20% 


Ti = 0， 各 JE72 xi=1 戎 1 及 |， 


9 了 


,= max 
S py 
i 


“(1) 
| (Vi EN)xELO,1], 


Xi=0 若 jE7s， Zi=l 者 jc )， 
Db iiriutp) 
QS mie 一 一 一 一 ' (VI EN) miEL0,1]， 


Pijn; 
i 


1 3 


Xi=0 才 1E€EJj!:,， xX;=1 若 jE; ， 
(PiiAiui CU) | 
Bu = max RO- | (VIEN) x; ELO,1], 


' Dijin 


1 了 


步骤 7 定义 
Cs.={z€ RI(E(R|IY EB))(z)=4}, 
D,={zE RI(E( 尼 IY € B))(z)>L}, 
和 集合 
Cr=[Lansbgv] DD,= (a,,P,). 
步骤 8 返回 至 步骤 3 
在 这 个 规则 的 证 明之 前 ， 先 作 如 下 解释 ， 当 p= pn， 
k= 1,2,.…, 有 :全 二 7 J 所 以 Qun=Qn, bu= Pre 
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E( 太 |Y EB) 的 隶属 函 数 是 一 阶梯 形式 。A= 4s，C。s 和 DD。 

的 确定 足以 决定 该 梯形 的 范围 ， 除 过 那些 远离 梯形 的 隶属 函 

数 的 点 之 外 。as，b。，c4 各 Bs 的 确定 ， 要 求 对 一 个 特 殊 类 

型 的 分 式 区 间 规 划 问 题 求解 。 而 E( 蚤 | 了 EB) 的 水 平 集 由 足 

够 多 药水 平 数 得 到 ， 隶 属 函 数 可 由 分 解 公式 (4.4.15) 近 似 地 
证 ”由 上 面 定理 结论 知 (E( 昼 | 了 了 EB))(z) 为 


ed inf min[¥'(u),Ti(x;)] | (Vi€EN),u: ER, 
\ ieNs jen 


> iTiui 


(VIEN)OEXAISE1, - 二 二 一 - 一 Z 人 
Dpiin / 
其 中 卫 ' 和 Xi 是 单 疾 态 的 ，I 是 了 EB 的 指标 函数 。 因 此 
Cu= [Lar bj, 其 中 


/ Dis ru Cp) | 


0u = inf | -一 一 一 一 一 一 (V7JTEN)0 委 zi 委 1 
\ Di pi 
) 
Tri) 疡 A i 


六 > Ni (CK) 


b, 一 SUnp i 
; 力 ; i 


1 9 


(VJ;1EN) 0 区 xXx; 二 1， 


rtp | 
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这 里 寻 ， 好 < 见 步 又 4。 容易 验证 条 和 件 三 (ri) 产 K 与 了 ij =0 
(1TE71)3 Aj = 1(7€71); 0 委 zi 魏 1( 其 它 ) 等 价 .由 此 而 得 步 
又 6 中 之 a 及 bs。 Ds 的 情形 类 似 可 证 。 

例 4.6.1 在 关于 某 地 气候 的 意见 征集 问 题 中 。 我们 再 
考虑 一 个 问题 ， 问 旅游 者 在 此 期 间 是 否 可 很 好 的 度假 。 可 能 
的 回答 是 “好 ?，“ 一 般 ? 及 “ 没 意 见 ?。 其 隶属 函数 表示 这 些 答 
复 是 确定 于 0 (绝对 不 满意 ) 至 1 (完全 满意 ) 这 个 尺 速 范围 之 
间 。 如 图 4.6.1 所 未 。 

染 2 pi; 值 
| 好 假期 一 般 没 意 见 
人 Y? V3 


很 下 ， 0.3 0.1 0 
Ce 

暖 0.2 0.25 0.5 
X2 | 
不 评价 0 0.05 0.05 


X3 | 


表 2 就 四 和 了 定义 了 联合 下 随机 变量 。 其 中 四 是 关 
于 气息， 了 是 关于 季节 问题 。 现 就 B=[0.8,1] 来 计算 瓦 (如 
jiY €8B). 

1。 Si:=1, S70 .941 

Sas0d: Ses1l = 

2。min(S%4;S%4)=0， 故 10o= 1 之 0.5 之 0。 

3。 取 k= Au = 1。 

4。 J1={2}, 71={1}; J ={1,2,3}. J !=1{1,2,3}, 

5。 u*(1) = 30， u**(1) = 30， 
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油 曾 壮 - 


图 4.6.1 
u*(1)= 25, u**(1) = 25, 
us(1)= 25, us*(1)= 25, 
6。d1= 27.5，5b1= 28 从 而 C1=[27,.5，28J, 类 似 可 得 


Die= (5, 30.5)s Core = [22.8 30,.81Do= (20% 33 
对 于 jy 在 0.5 与 1 及 0 与 0.5 之 间 的 值 亦 可 确定 C,. 从 而 完 
成 E( 有 对 |Y 了 EB) 的 图 像 。 

如 果 取 B=[0，L]， 可 得 Ci=[25，28]，Du= (20， 
32.5),Cu.s=[22.5，30.5],Du.s=(22.5，30.5)。 从 而 得 
E( 尺 i 了 EB) 之 略图 . 它 与 上 图 有 上 昌 交 的 差别。 此 时 EC( 太 |Y 
EB) 即 每 个 满意 的 程 速 , 在 其 上 个 别 的 满意 与 他 的 假期 为 条 
件 是 等 价 的 ， 并 且 是 完全 可 以 接受 的 。 

注 “步骤 6 的 计算 用 到 分 式 区 间 规 划 问 题 的 求解 方法 ， 
这 里 从 略 。 

I 。 太 条 件 概 率 的 计算 规则 

设 4 和 B 是 RR 中 的 Borel 集 ，KF 随机 变量 及 和 了 的 
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联合 概率 分 布 为 bj，iEN，jEN， 且 其 隶属 函数 分 别 为 
Xi iEN 和 Yi, jEN. 
步骤 1 对 每 个 ; 和 7 确定 数 
ri= supX' (x), rif= sup X’'(x), 


XEA 


$1= supY’(y), st= sup Yi(y). 


“€B° 

步 又 2 确定 水 平 44，k=0，1，2，………。 设 (P,( 是 EE4 
1YEB)) 与 1、min(ri,71) 和 min(s;,s?) 是 不 同 的 值 ,整理 
Lk 成 1= p> 之 p11 之 …。 
步骤 3 对 k=0，1，2，… 确 定 整 数 集 

Ih={i€ENIri<us}, = 人 ENIr< we 

= 人 TENIsI<pj 11={TENs pe }. 

步 聂 4 对 于 k=0，1，… 确 定 函 数 


下 和 [dhy9dA 
t= 人 9 
这 里 
> > i > Dey 2 > pii | 
ni ON Meh eh eh 
| 
J J ETJA 
(VI GANDri cro1 
> mi 之 b+ 之 之 
二， 本 
\ > 四 > Dt 
jerhU TI , j El, ; 
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步骤 5 最 后 对 4dEG50,1] 
(P.(REAIYEB))(g)= Sup Xlq) ne 


证 ”由 定义 4.6.2 的 结论 ， 对 g E50,1J 有 
(PpP,(AREAIY EB))(q) 
三 


stp inf ,minLI’ (gi), 7 (xi)] 


?yy 二 
(YiEN TEN) 0 和 由 委 1,0 委 zi 和 之 1， 


Spiidins 


| bij 9 
这 里 , I'，i EN 是 指标 函数 1Xs4 的 隶属 函数 ,和 且 Y',， jEN 
是 IY53 的 。 现 在 我 们 来 确定 水 平 集 C,= {gE€L0,1J1(P.( 太 
EAIY €B))(g)>4}, 则 对 于 nxE[50,11, 有 Cp =Lans po]， 
这 里 


‘ 


1 之 


ar = inft, ~ 二 人 (Vi EN) 0 委 zi 委 1， 
pi ] | 


{91 


Ji(x;)>n | 9 


1 人 ii "(pn) 
bi = Su 一- 一- 一 一 一 
\ | Diixi 
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1 
Ji(x;) 之 4 ) 
其 中 
gu) = inf{GELO, 1 TO 三 Ah 
p(n) = sup{ gELO0,1I|I (0) nu}. 
借助 I'(z) 容 易 求 得 


0， 之 1 
好 CO=1{ 
]， 7 < 
0 7 < 
pr Cp = ee 
1, 7i 之 1。 
此 外 条 件 Ji《x;) 宇 4 包括 
“0， 3 < 
y; = 1， 3 < 
ss 任意 ， 其 它 。 


从 作为 上 的 函数 的 表达 式 得 出 水 平 集 Cs 仅仅 在 由 规则 
步骤 2 中 指出 的 水 平 ur，R= 0，1，2，… 处 发 生 改 变 . 确定 
cux=dao ps=qah ， 采 用 在 步骤 3 中 引入 的 整数 集 而 直接 
得 到 步骤 4 中 给 出 的 两 个 表达 式 . 末了 从 一 般 表 达 式 m(c) 给 
出 步骤 5 中 关于 (P,( 昼 EAIY EB)) 的 表达 式 。 

注 水 又 5 中 gk 和 ag%* 的 确定 要 求 一 个 分 段 区 间 规 划 
问题 的 解 。 

例 4.6.2 考虑 例 1 中 的 联合 分 布 F 随机 变量 ， 计 算 F 
条 件 概率 P,( 昼 EAIYE B), 其 中 4=[z,o0) 且 B=[50.8,1]， 
如 此 ， 我 们 计算 个 别 答复 温度 超过 z 的 已 条 件 概率 ， 条 件 为 
他 对 假期 满意 是 在 0.8 与 1 之 间 。 此 外 应 用 上 面 给 定 的 规 
则 。 对 于 z=27C， 例 如 ， 求 得 4o= 1，k1=0.6,4: = 0.5， 
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Ap = 0. 整数 集 I1 = {2}， 7 ={1} 7 ={2} 7 = {1}, 14=$， 
Ti={1}, 7]4={2}, 1 ={1}, TI= 风 了 ={t1h)， 1 ={t2j，， 
J;=%, 13=$, 1 = 加 7 三 人 2}， = 四 I4=I4=J4=J* 
=d。 由 此 我 们 得 cy=[0.5，0.6]，co.s=[0.5，1]， 
人 

对 十 不 辐 的 z 值 (z= 26,28 ,29,30 等 ) 类 似 上 面 步 又 可 算 
出 在 条 件 了 EB 下 的 了 条件 概率 ， 将 其 与 没有 此 条 件 的 F 概 
率 P,《 点 €E 4) 对 应 比较 ， 将 发 现 条 件 影响 不 大 (参见 [20])， 

当 4 和 8B 日 身 是 不 分 明 时 ， 我 们 可 以 推广 FF 条件 概率 
的 概念 。 令 4 是 定义 于 请 中 Borel 集 的 空间 绍 上 的 不 分 明 
集 ,4E5Z 在 4 中 的 隶属 度 由 a(4) 给 出 ,这 里 c: 罗 一 [0，1。 
类 似 ， 今 BB 表示 定义 在 乡 上 ， 使 得 BE B 在 B 中 具有 隶属 度 
8(B) 的 卫 集 ， 其 中 8， 2 一 [0,1]。 那 么 ,我 们 定义 P,( 玉 EE 
IY EB) 为 一 个 具有 隶属 函数 

(P.(EAIY EB))(. )= sup min[L(P,( 午 CAI 


YEB))(.), al(A), BC(B)] 
的 下 数 。 
丰 。P,( 了 :AjYCB) 的 计算 规则 
步 票 1 对 每 个 1EN 和 /7 EN 确定 数值 
7i=sup minla(A), sup X'(x)J, 
AEB xc 
ri=sup min[La(A),sup X'(x)], 
AE xEAS 
$5 = sup min[6(B) » Sup 了 
$ = sup Eu Cy) 
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步骤 2 至 少 缀 4 如 同 规则 工 中 的 步骤 2 至 步 又 4 那样 . 
步骤 5 末了 ， 对 gEL0,1J 确 害 


(PpP,(RAEAIY EB))(g) = sup 和 MIN。 


如 此 ,规则 亚 与 规则 下 实际 是 相同 的 , 除 过 步 又 1 中 2， 
7f，s4 和 s? 改变 了 之 外 。 规 则 下 的 证 明 蚌 不 困难 的 。 


37 应 用 举例 


4.7.1 在 简单 决策 问题 上 的 应 用 

在 这 一 部 分 ， 我 们 讨论 对 于 一 个 简单 决策 问题 的 假想 的 
应 用 ， 它 是 关于 医疗 诊断 的 问题 。 假 设 一 个 确定 的 医学 检验 
是 用 于 决定 是 否 一 个 人 患 一 种 确定 的 病 。 按 大 多 数 情 形 ， 关 
联 到 检验 疾病 存在 的 结果 的 统计 信息 是 可 以 接受 的 。 

由 于 检验 结果 分 析 困 难 ， 以 及 不 能 用 一 个 单个 的 数 来 表 
示 ， 从 而 产生 不 精确 性 。 我 们 认为 检验 的 结果 ,理解 为 阳性 、 
不 确定 的 和 阴性 ， 它 们 被 隶属 函数 表示 成 为 由 0 到 1 范围 上 
的 数量 。 在 有 不 分 明 情 况 下 隶属 范 数 部 分 重合 是 可 能 的 。 
在 更 切合 实际 的 应 用 中 ， 假 定 一 个 比较 大 的 可 能 分 类 〈 严 格 
阴性， 适当 的 阳性 ， 稍 有 点 阳性 ， 严 格 阴性 ， 等 等 ) 将 被 允 
许 。 

类 代 蝎 ， 在 扩充 的 指标 中 有 不 精确 性 ， 这 是 由 于 把 -个 
病人 的 病 简 化 了 。 我 们 假定 以 下 三 个 指标 一 一 诺 重 疾病 、 轻 
微 疾病 和 没有 病 ， 能 用 隶属 函数 ao 表示， 如 图 4.7.1 所 示 。 

对 于 疾病 检验 结果 的 统计 数据 汇聚 于 表 3 之 中 。 正 如 表 
中 指出 ， 疾 病 的 程度 用 随机 变量 下 来 表示 ， 检 验 的 结果 
用 三 随机 变量 王 来 表示 。 
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表 3 检验 和 疾病 性 两 客 结 果 间 的 联系 


检验 结 果 

| Y! 了 Yi 

| 否定 不 确定 正确 
或 1 人 
无 病 0.78 0.07 0.05 
X2 

0.02 0.02 0.01 
Ea 
严重 病 0 0.01 0.04 -一 ~ 


现在 假定 对 于 一 个 确定 的 病 
人 检验 结果 ， 诊 断 为 不 能 确实 否 
定 。 这 个 意思 是 指 检 验 结 论 的 依 
据 的 平均 强度 属于 一 个 不 分 明 
Bore 集 合 B 中 ，B 的 隶属 函数 为 
ola), B= [0,al, 
8(B) = Ce i \ 
其 图 像 示 于 图 4.7.1 中 图 4.7.1 隶属 函数 o 
现在 我 们 来 计算 P,( 对 EAIYEB), 1=1,2,3, 旦 
Ai[O0, 0,.3], A,=[50.3, 0.7], As=[0.7, 1]1. 
这 里 事件 及 E 4, 为 “无 严重 疾病 ”， 恢 € 4, 为 “ 轻 病 ”, 而 大 € 
4 :为 “严重 疾病 ”"。 这 三 个 隶属 函数 可 借助 规则 下 得 到 . 它 将 
指 由 在 患者 的 检验 结果 条 件 下 无 严重 疾病 的 条 件 概 率 ， 似 乎 


有 充分 理由 处 于 0.944 和 0,975 之 间 ; 其 它 值 似乎 真 的 是 -到 


或 小 于 一 。 另 一 方面 ， 个 别人 在 给 出 检验 结果 条 件 下 为 严 


重 疾病 的 条 件 概 率 , 似 乎 真 的 处 于 0.0111 与 0.0556 之 间 ,而 
其 它 概率 似乎 真 的 为 1/3 或 小 于 1/3。 这 些 结果 指出 个 别人 


。136。 


在 给 定 检 验 结 果 的 条 件 下 无 病 的 概率 很 大 。 

注意 观察 该 例 中 的 检验 结果 是 很 有 意思 的 一 件 事 情 .“ 相 
对 于 非 确 定性 为 低 ”， 这 在 汇总 统计 (否定 ”,“ 不 确定 ”及 “下 
确 ” 的 统计 ) 中 不 是 一 个 检验 的 结果 。 然 而 ,我 们 可 以 得 到 ( 含 
混 的 ) 绊 论 。 有 几 分 “否定 > 和 有 几 分 “不 确定 ”的 检验 结论 可 
由 不 分 明 逻 辑 法 则 得 到 。 

4.7.2 另 一 个 应 用 (P.Smets ,1982) 

假设 x 是 定义 于 8 上 的 一 个 随 机 变量 ， 具 有 概率 测度 
P(xz)。 又 设 了 =v(z), 了 =w(z) 是 分 别 定 义 于 8, 和 8, 上 的 
两 个 随机 变量 ， 具 有 联合 密度 函数 

fxrlx»y)=|, ,dPp(2), 
其 中 
ZX = {zs ZER, v(xz)=x, wz) = y}, 


并 且 边 际 密度 函数 为 fx(x)，fy(y)。 
设 六 是 一 个 定义 在 8 上 的 不 分 明 集 ， 其 隶属 函 数 仅 依 
赖 于 v(x), 即 44(z) = h a (y(2)), 刚 
B(4)=| 4 (x) fr (Cx)dx (4.7.1) 
并 且 
BOAIY = = | hab) fxr ydr/fr(y) 


按照 Bayes 定理 
fyr(y14)=P(AIY= y)fy(y)/PB(A) 


=|。 4 (x) fx,rC(x, ydx/P(A)., 
在 (4.7.1) 式 中 的 密度 函 数 fx(x) 考 虚 为 集中 在 x 的 
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Dirac 函数 ， 那 末 P(4I 和 =x) = ha (x), 并 县 由 Bayes 定 


理 fxCxIA)= P(Alx)frCx) /SB(4) 
= ha (x)fx C(x)/P(A)., 


作为 一 个 例子 ,考虑 人 类 2Z 的 集 8. 设 v(x) 是 2Z 的 年 令 ， 
w(z) 是 Z 的 身高 ,44 是 老人 的 不 分 明 集 ,fr(y14) 和 fx(x| 有 4) 
是 老人 的 身高 和 年 令 的 分 布 密度 ， 而 
ECG14)=|。yfr(Cy14)ay 
ECGX14) = |。xzjfz(zl4)dx 


分 别 表示 老人 的 平均 身高 与 平均 年 龄 。 
考虑 两 个 随机 变量 X 和 了 。 和 定义 在 8 和 &: 上， 具有 
联合 密度 fx,y(x,y)。 假 设 在 ,Xx 8; 上 一 个 不 分 明 关 系 R， 
其 隶属 国 数 是 jxCx,yV)，x E81，yER,。 定 义 
PC(R)= PCxyy)ER 


= |， | Ur(xXs YY) fx, vy (Xx, Yd ydx 
i 2 


且 户 (RIx,y) 是 当 fy,y(x,y) 是 一 个 集中 于 x,y 的 二 维 Dirac 
函数 时 ， 得 到 户 (RIxyy) = kr(x,»)。 
由 Bayes 定理 ， 给 出 不 分 明 关 系 尺 的 天 和 了 的 条 件 联 
合 分 布 是 
fx,r(x,y|R)= PCRIxX,y)fxr,y x,y)/P(R) 
. = kr(x,y)fx,y x, y)/ 万 (R)。 
条 件 密度 也 数 
fxCx|y,R) = pax y) fr r(x 7) (fo nalxsy) 
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。 jxsr(zyy)dx ) 
= palxs3) frirxs 2) f(s valxsy) 


4 fxiylx|y) ax ). 


作为 一 个 例子 ， 考 虑 人 的 身高 和 和 体重 了 ， 设 它 作 服从 
均值 为 方差 怎 阵 为 的 二 维 正 态 分 布 。 肢 单位 用 悍 米 表 
示 、 了 的 单位 用 公斤 毒 示 。 考 虑 关系 R， 其 和 和 YY 的 数值 相 
互 靠 近 ， 即 jx- yj 小 ，HUp(xy,y)= exp[ 一 (x~y):/501]。， 特 
别 ，KRCxXsX)= 二 1，Kr《xsX 十 10)=0.14， 了 RR 赔 示 |X- 了 | 实质 
下 比 10 小 。 邻 
本 1，-1 

7 -0.04 1 ,J 

A-1=V-1+ 1, 
那么 fx,y《x,y1R) 是 具有 均值 4> 1w 和 协 方 差 矩 阵 4 的 双 
变数 正 态 。 假 如 


100，80 
/= (70,70) S| | 
”全 | 60, 225 


则 


93，89 
| | 
Ee 89, 107J’ 


及 忽略 稳定 的 均值 , 省 去 两 者 的 方差 ,其 相关 程度 从 0.40 增 
加 到 0.89。 
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第 五 章 
语言 概率 


研究 语言 概率 的 目的 ， 是 为 了 将 人 类 的 语言 用 于 自动 机 
器 ， 更 好 的 发 挥 人 的 作用 . 这 个 课题 仍然 是 Zadeh 首先 引进 
的 ， 后 来 得 到 不 断 的 发 展 ， 并 在 人 机 系统 中 得 到 应 用 。 从 目 
前 发 展 的 情况 看 来 ， 离 散 情 况 刻 划 得 比较 好 ， 而 对 于 连续 情 
况 ， 尚 有 进一步 研究 的 必要 ， 研 究 语 言 概率 的 理论 基础 ， 仍 
然 是 概率 论 与 不 分 明 集 理论 。 语 言 概 率 也 成 了 一 种 特殊 的 不 
分 明和 集 ， 

人 类 的 语言 ， 基 本 上 是 模糊 的 ， 但 是 却 能 在 人 们 的 实践 
活动 中 完成 其 目的 。 另外， 在 系统 工程 中 ， 经 常 考 虚 的 对 象 
是 人 .为 了 更 充分 的 发 挥 人 的 作用 ， 模 拟人 的 思维 能 力 ， 就 
必须 研究 人 的 直 党 和 和 判断， 研究 人 类 的 语言 结构 。 例 如 ， 人 
们 在 日 常生 活 中 ， 经 常 遇 到 这 样 一 个 问 话 ， 甲 乙 两 队 进 行 比 
赛 ， 问 甲 队 赢 的 可 能 性 多 大 ? 此 种 情况 往往 得 到 的 回答 是 ， 
甲 队 赢 的 可 能 性 “很 大 ”或 “很 小 ”。 仔 细 想 来 ， 这 里 的 “很 大 ” 
与 “很 小 "的 概念 ， 不 是 一 个 精确 的 梳 念 ， 而 是 不 分 明 的 。 但 
是 , “ 甲 队 赢 ?是 一 个 明确 的 概念 , “ 甲 队 赢 的 可 能 性 很 大 ? 却 
涉及 一 个 确切 的 事件 的 “不 确切 ”概率 的 问题 ， 

在 日 常生 活 中 ， 像 这 样 的 语言 很 多 ， 如 “根本 不 可 能 ”， 
“不 很 可 能 ”，“ 很 不 可 能 ”， “很 可 能 ”，“ 非 常 可 能 ”， “完全 
可 能 ”等 等 都 是 如 此 。 当 我 们 说 “根本 不 可 能 "时 ， 意 思 是 “该 
事件 出 现 的 概率 几乎 就 是 零 ”， 而 “很 不 可 能 ” 指 * 出 现 的 概率 
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很 小 ”;， “非常 可 能 ” 却 指 * 该 事件 出 现 的 概率 很 大 ”等 等 。 

本 章 先 介绍 不 分 明 语 言及 其 语义 结构 、 语 言 变量 ， 最 后 
介绍 语言 概率 。 主 要 取材 于 Zadeh、 汪 培 庄 及 Lee 的 文章 。 
这 些 对 进一步 理解 前 几 章 的 内 容 将 是 有 益 的 ， 


$1 不 分 明 语言 


我 们 知道 语言 是 由 句子 构成 ， 而 句子 则 是 由 词 经 过 一 定 
的 语法 规则 来 构成 。 办 而 单词 就 形成 了 语言 表达 中 的 最 小 单 
立 。 妆 一 方面 ， 词 又 是 由 学 母 所 组 成 ， 从 而 使 得 句子 不 外 是 
字母 的 一 个 有 限 序 列 。 而 不 分 明 语 言 就 成 了 字母 的 有 限 序列 
的 集合 上 的 不 分 明子 集 。 

下 面 先 考虑 不 分 明 语 言 的 语义 结构 。 

5.1.1 单词 

单词 是 人 类 语言 中 表达 概念 的 最 小 单位 ， 如 人 、 尺 、 手 、 
快 、 慢 、 强 、 弱 、 黑 、 和 白 、 大 、 小 ， 等 等 。 它 们 相对 于 一 定 
的 范畴 ,， 这 个 范畴 我 们 称 之 为 论 域 , 记 作 V。 它 是 词义 的 集 。 
而 一 类 单词 构成 一 个 集合 T。 因 此 ， 单 词 的 语 义 〈 即 单词 的 
含义 ) 应 洲 为 工 到 UU 上 的 一 个 对 应 关系 。 

例如 ， 要 在 论 域 避 ={11,2,3,4,5} 上 谈论 “大 ” “小 ”这 两 
个 词 ， 那 么 ， 可 以 定义 

[大 ]=0.5/4+1/5， 

[小 ] =1/1+0.2/2。 
可 见 工 = 革 大 J],[ 小 ]}， 而 [大 ] 的 语义 却 是 从 工 至 UU 的 一 个 
映射 。 

由 此 可 以 得 出 单词 的 语义 是 一 个 映射 ， 

N(a ,1): T-—>U, 
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cE€T，uEU。 从 而 A《la,u) 是 U 上 的 一 个 不 分 明 集 总 (2)。 
仅 当 处 = 4 时， 称 单词 a 为 确定 的 。 
5.1.2 词组 、 
单词 通过 逻辑 运算 可 以 构成 新 词 ， 这 个 新 词 称 为 词组 。 
单词 可 看 作 是 论 域 上 的 不 分 明 集 ， 从 而 词组 可 以 看 作 是 
不 分 明 集 逻辑 运算 的 结果 。 这 里 所 指 的 逻辑 运算 一 般 是 指 
“NN” 、《“U” 及 “一 ( 非 )” 的 运算 。 例 如 ; 
[ 电 马 ]= 工 白 了 0 [ 轧 ]; 
[东南 方 ]=[ 东 方 3 作 [南方 ]， 
[ 非 金属 ] =[ 金 属 ]。 
5.1.3 算 子 
在 自然 语言 中 有 些 词 ， 如 “很 ?>、“ 稍 许 ”、“ 极 ”、“ 赂 ”、 
“非常 ?>、“ 微 ”?、“ 特 别 ” 等 等 ， 加 果 将 其 级 在 一 个 单词 ( 璧 如 
说 * 老 ”这 个 单词 ) 的 前 面 ， 便 调整 了 该 词 的 词义 获得 新 词 : 
如 “很 老 ”"、“ 极 老 ”，“ 比 较 老 ”，“ 特 别 老 "等 等 。 这 类 字眼 ， 
我 们 可 以 把 他 看 作 是 一 种 算 子 。 
党 用 的 算 子 有 以 下 几 种 
(1) 语气 算 子 
有 那么 一 些 冰 ， 它 们 作用 于 另 一 单词 后 ， 使 得 该 单词 的 
语义 发 生 了 语气 上 的 变化 ， 这 类 词 我 们 称 它 为 语气 算 子 。 象 
“很 ”>、“ 极 ”、“ 微 ”*、“ 略 ”>、“ 稍 许 ? 等 词 ， 都 是 语气 算 子 。 
旦 将 它们 作用 于 单词 * 大 ”， 那 么 得 到 的 新 词 与 < 大 ”有 关 ， 但 
大 的 程度 发 生 了 变化 。 我 们 不 妨 取 “ 很 ”为 互 ,， 那 么 
[很 大 3(Cw) = [很 ]([ 大 ](z)) 
= 互 :([ 大 ](x7) 
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必 


旦 ;([ 大 14(w)) = 大 ]( 人 7) 。 

仿 此 可 定义 其 它 情 形 。 

从 而 我 们 定义 ， 一 个 语气 算 子 是 一 个 映射 Hi 多 (0) 
一 多 (D0)。 其 中 4 为 正 数 , 而 .YF(D) 由 论 域 0 的 子 集 所 组 成 。 
一 般 取 形式 

(Hi:d) (1) =[A C1’, 
并 且 ， 当 4 这 1 时 ， 瑟 ; 称 为 集中 化 算 子 ， 当 41 时 ， 称 Hx 
为 散漫 化 算 子 ， 

对 本 不同 的 4 值 ， 我 们 可 以 规定 它们 的 名 字 。 如 ,五 。 叫 
做 4 很 ”， 路 “FH1/2” 加 修 “四? “fF 吓人 做 4“ 极 ”， “ 吾 1742 串 做 <“ 微 ?” 
等 等 。 


例 5.1.1 令 [ 老 ]; 
wR “0, (0<u<50) 
“J u—50 Y*1! 
1 + ，(50 过 4 过 100) 
于 是 
[很 老 ](x) = ee =《[ 老 ](1))? 
(0<u<50) 

TO 人 人 (50<wu<100), 
[ 极 老 ](z) = 五 4[ 老 ](z) =(《[ 老 ] (x))* 

“0 (0<u<<50) 


= -50 \2\-4 
(i+)) (50<x<100)。 
[路 老 ](x) = 瑟 | ys[ 老 ](w) = 《[ 老 ](w))! 
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(0<u<50) 


Qtr)) (50<u<100) 
[很 很 老 ](x) = 五 [很 老 ](w) = 五 :[ 互 :[ 老 ]](w) 
三 [([ 老 ](w))?]?=([ 老 ](w))“ 
=[ 极 老 ](z) 。 
等 等 。 
(2) 模糊 化 算 子 
一 个 词 经 过 算 子 作用 以 后 ， 该 词 的 语义 变 得 模糊 ， 这 类 
算 子 称 为 模糊 化 算 子 。 如 “几乎 ?>、“ 大 概 >、“ 近 平 ? 等 词 。 用 
F 表示 模糊 化 算 子 。 
模糊 化 算 子 的 一 般 形 式 是 
(FA)(W) = (F 。 A)(u) 
= V (Eo NANA)) 


此 处 瑟 是 U 上 的 一 个 相似 关系 ， | U= R=(—o00,+ co ) 时 ， 
常 取 


-(u-v)?。 本 
Bo,w) ={ |u ~ v|<56 


9 lz-ov|>6, 
(6 是 参数 )。 
例 5.1.2 令 
了 1 X= 3.0 
4Cx)=1{ 多 3 
9 X 关 3.0。 


即 总 是 “3? 字 的 “ 义 ?， 则 
FA(x)= V (天 (xy) 人 4Cx)) 
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= 刀 (Xy3。0) 


加 | ce-(x-3.0)” |x- 3.0|<6, 
0 |x- 3.0|>56. 
FE 对 应 的 词 叫 做 “大 约 3?。 和 
如 图 5,1.1 所 示 。 
(3) 判定 化 算 子 
将 一 个 不 分 明 词 转化 为 
肯定 的 算 子 ， 称 为 判定 化 算 
子 。 这 是 由 于 它 给 出 在 不 分 
明之 中 一 个 粗粮 的 判断 。 如 
象 * 偏 向 ”、“ 倾 向 于 ”、“ 多 半 ”图 5.1.1 6=0.5 的 [大 约 3] 
是 ”等 词 . 
一 般 地 用 P。 表示 判 定 化 算 子 。 定 义 为 
Po,A(lu) = do[LA(u)] 
此 处 di。 是 [0,19] 上 的 实 函 数 ， 


人 AWX) 


-7 一 
2 3 4 其 


| 0， Xa, 
| 

du (Xx) = ( 于 a<X< 魏 1- ay 
| 0， xx>>1- ea。 


而 a 为 (0, 汪 -| 之 加 的 一 个 数 。 


当 “= 于 时 的 Pizs 叫 做 “偏向 " 算 子 。 例 如 
[但 问 年 轻 ](z) 二 《Pi 年 轻 ])(x) 
如 果 认 为 : 
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[年 轻 1(35) = = 地. 


则 
1 人 > 35， 


[偏向 年 轻 ](u) = ae 


当 a<- 寺 时 ， 这 种 判断 是 留 有 余地 的 。 当 隶属 度 介 于 与 


1-z 之 间 时 ， 反而 不 分 明 化 为 二 。 


现在 我 们 把 不 分 明 语 言 看 作 是 字母 的 有 限 序列 的 集合 上 
的 不 分 明子 集 。 依 此 来 讨 论 不 分 明 语言 的 造句 (3yntact 一 
ical), 
设 和 集合 Xsd， 为 字母 (letter) 的 集合 ， 工 为 具有 0 和 1 
的 分 配 格 。 
定义 5.1.1 设 由 字母 的 序列 爸 成 的 集合 为 久 *，X 上 的 
不 分 明 语言 是 X* 上 和 的 不 分 明子 集 。 而 六 ，XY* 一 工 。 
我 们 将 所 有 不 分 明 语 言 的 集合 表示 为 (X)= .F(X*). 
在 集合 关 (X) 上 定义 * 和 ”运算 VV? 与“ 积 ” 运 算 * 八 ”为 ， 
(CFVE OD = LE (0 VY ' (0) 
CHI IO SE LMT NO) 
其 中 个 ， 公 'EY(X), 0EX, 
显然 .XL(X) 对 上 述 定义 的 运算 < 八 ”*\V” 构 成 一 分 配 格 。 
71 一 个 重要 的 运算 是 不 分 明 语言 的 串 连 (concatenat 
ion) 冠 义 为 
LL ELXITL ,LE LN), 
(LL) 0G)= V {LO0)NL' 0)], 0ERX* 
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定理 5.1.1 不 分 明 语言 的 串联 满足 结合 律 。 
证 设 六 ,和 ,LE 人 (X)， 我 们 要 证 明 有 
(YL LI LI= LL' YL"). 
因为 
[CL GIL)= V [CEL') 0) NL C0) 


87 6 3 一 


= YYV [SONY' ONG'0) 
6 16203™9 
而 和 (YY “7) 也 得 到 同样 的 表示 式 。 从 而 结合 律 得 证 。 
定义 5.1.2 空 语 言 (empty language). EY(X) 为 


1 0= 人， 
< (0) = 
四 0，0 关 人 
当 工 为 完备 时 ,我 们 可 以 定义 不 分 明 语 言 的 Kieene 闭 包 


(closure), 
定义 5.1.3 不 分 明 语 言 人 EY(X) 的 Kleene 闭 包 是 
不 分 明 醒 言 汪 ， 
YL VIVNGLNEN YE' 
注 一般， 若 不 分 明 语言 了 E€ .YX) 为 独 蜡 点 同 态 
(monoid homomorphism， 或 单 半 群 同 态 )， 册 


(A)=1 
4 (00 )= (0)ANL (0’) 


时 ， 有 过 = .< ，( 即 是 “ 闭 请 言 ")。 这 可 由 
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(2G.G)(9)= V [LNGLC0)] 
0 Oe-0 
= V [LY(9'9")] 
0:0 ”~0 
= .4 (0) 
及 , 故 得 


HBG= LVIVNYGLNY 
= LVYL=Y, 
从 而 得 到 结论 。 
我 们 可 给 出 一 个 更 确切 的 结论 ， 闭 语言 的 特征 定理 。 
定理 5.1.2 ” 设 .ZE .2 (X) 是 不 分 明 语 言 ， 如 下 两 个 命 
题 是 等 价 的 。 
(i) ZF, 
(ii) -满足 条 件 民 (A)=1， 
G00')>L0NL (0). 
证 首先 证 明 (i) 坊 (ii)。 
根据 所 设 允 = G， 则 2 乡 \ 壕 乡 ， 因 此 纪 (A) = 1。 
又 因为 
(LL)0)= V LE (WNL C0) 


v=0 


>L(0NL (N= 4 (0), 
因此 ，J YY= 如 YY，, 而 有 乡 = 儿 乡 ， 即 
YL (0)= VEYANL 


nye0 


(00)= V [2(DANA2(o)] 


uv=86’ 
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> (0)NL 0). 
其 次 ， 我 们 来 证 明 (ii) 过 (i)， 
由 条 件 有 

(多 8)(9)= V [LWANY 


-0 


<V (wo)= (00) 


从 而 半 邦 成 立 ,、 又 人 LiL, 从 而 多 过 2， 反之 4 这 
余 是 显然 的 ， 故 妥 = 2 

我 们 从 上 所 述 可 以 给 出 X 内 的 不 分 明 语 言 与 不 分 明代 
数 结构 之 间 一 个 简单 结果 。 网 

推论 1 不 分 明 语 言 必 是 于 的 (多 = 和 )， 当 且 仅 当 委 
是 X* 的 不 分 明子 单 半 群 (Submonoid)， 

证 ”我们 在 研究 不 分 明 集 的 代数 结构 时 ， 曾 经 定义 : 若 
不 分 明 集 合 4E 多 zX) 满足 如 下 的 条 件 ， 就 叫 做 在 运算 
“…，” 全 是 封闭 的 。 

4(x*y)A(xX) 人 A(y), VxsVyEX, 

如 有 果 (X,。) 是 群 ， 则 XX 的 不 分 明子 群 是 满足 如 下 性 质 
的 4€E.4 1.(X)。 

Alx,y)>A(X) 作 AC(y), Vx, VyEX, 
和 4(x  !') 守 A(x) VxGEX。 

由 该 定义 可 知 ， 定 理 中 的 第 二 个 不 等 式 即 表 示 . 乡 为 X* 
的 不 分 明子 单 半 群 ， 故 推论 成 立 。 

5.1.4 语言 变量 

在 人 类 的 语言 中 有 一 类 词 直 接 涉及 数 值 .如 [大 J、[ 小 ]、 
[长 J\[ 短 ],[ 轻 ],[ 重 J,[ 多 少 ]\[ 年 令 ] 等 ， 它们 的 论 域 直接 
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为 中 = (~ co+co) 或 入 的 子 集 。 对 于 这 种 特殊 的 词 ， 我 们 
引入 语言 变量 这 一 概念 。 

语言 变量 ， 简 单 地 说 ， 是 一 个 变量 ， 其 取 值 为 人 类 博 言 
中 的 词 或 句子 。 

例如 “年 令 ” 这 个 词 ， 若 解释 为 语言 变量 ， 则 年 令 的 术 
语 集 是 

T( 年 令 )= 年 轻 + 年 老 + 很 年 轻 + 不 年 轻 
+ 很 老 + 非常 非常 年 轻 
+ 比较 年 轻 + 有 儿 分 年 轻 十 … 
其 中 每 一 项 是 人 类 语言 (如 =[0,100]) 的 不 分 明子 集 的 一 
个 标签 ， 
又 如 ， 苦 在 了 = {1,2,3,4,5} 上 定义 了 
[大 ] = 0.5/4+ 1/5， 
[小 ] = 1/1 +0.2/2。 
则 
[很 大 ] = Hs[ 大 ] = 0.25/4+1/5， 
[很 小 ] = 五 [小 ]=1/1+0.04/2。. 
它们 亦 是 语言 变量 ， 

显 见 ， 语 言 变量 是 一 个 集 函 数 。 它 连结 两 个 值 ，(4) 一 
个 造句 法 的 规律 ， 它 在 工 (x) 中 定义 为 合式 可 (Welil-~formed 
Sentence),《b) 关 于 词 意 的 值 ， 用 T(x) 中 的 项 来 确定 。 若 x 
是 T(x) 中 一 项 ， 则 其 意 是 UU 的 一 个 子 集 。 T(x) 中 一 个 原始 
项 ， 表 示 原 始 不 分 明 集 ， 即 是 一 个 早先 定义 过 的 项 ， 并 且 作 
为 T(x) 中 非 原 始 项 计算 的 基础 。 例 如 ， 在 我 们 上 面 所 举 的 
例子 中 ， 原 始 项 是 “年 轻 ? 和 “年 老 ”, 它 的 含义 可 以 由 相 应 的 
隶属 函数 来 定义 。 则 其 它 非 原始 项 的 含义 ， 均 由 原始 项 的 隶 
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属 函数 经 过 词义 结构 来 计算 。 如 
[很 年 轻 ] = 五 ;[ 年 轻 ]=[ 年 轻 ]” 


即 

UI 很 年 轻 ] 二 《Lf 年 轻 ])” 。 
又 
[不 很 年 轻 ]= [很 苗 轻 ] 


A[ 不 很 年 轻 ] 二 1 一 [很 年 轻 ] 


= 1 一 《Kr 年 轻 ]) 。 
语言 变量 是 不 分 明 集 ， 它 的 值 域 是 数 空间 。 对 于 同一 个 
论 域 上 的 语言 变量 。 可 以 定义 它们 之 间 的 运算 。 

设 w,8 为 两 个 语言 变量 ， 定 义 

(a* 8)(z)E V (a(x) AN\B(y)). 
例 5.1.8 设 

a=1/1+0.8/2, 

8=0.2/2+0.8/3， 


则 
xw+8=1AN 人 0.2/(1+2)+1N 人 0.8/(1+3) 


+0.8 人 .0.2/(2+2)+0.8 人 0.8/(2+3) 
=0.2/3+0.8/4+0.2/4+0.8/5 
=0.2/3+0.8V0.2/4+0.8/5 
=0.2/3+0.8/4+0.8/5; 
wa-8=1AN 人 0.2/(1-2)+1AN 人 0.8/(1-3) 
+0.8 人 0.2/(2— 2)+0.8/ 人 \0.8/(2— 3) 
=0.2/(—-1)+0.8/(-2)+0,2/0+0.8/(~1) 
=0.2/0+0.2\V0.8/(—1) +0.8/(-2) 
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=0.2/0+0.8/(-1)+0,8/(- 2); 
a*» B=1N\0.2/1.:2+1 八 0.8/1*:3+0.2 八 0.8/2:2 
+0.8 人 0.8/2.3 
=0.2/2+0.8/3+0.2/4+ 0.8/6; 
wa<8B=1AN 人 0.2/1+2+1AN 人 0.8/14+3+0.2 人 0.8/2+2 
+0.8 人 0.8/2+3 


1 pe A 
= :二 -十 +0.2/1+0.8/ -< 
0.2/ 1 0.8/ 3+0.2/1+0.8/ 二 


由 此 可 以 看 出 ， 对 语言 变量 的 四 则 运算 和 不 分 明 数 的 四 
则 运算 是 一 样 的。 可 见 语 言 变 量 是 一 个 王 数 (不 分 明 数 )。 


》2 语言 概率 


本 节 我 们 来 讨论 语言 学 中 的 概率 问题 。 

在 通常 的 概率 论 中 ， 概 率 是 取 值 于 50,1] 的 一 个 集 函 数 、 
其 涉及 的 事件 是 样本 空间 8 的 某 些 子 集 所 构成 的 co 代数 中 
的 元 素 ， 这 是 8 的 一 个 精确 子 集 。 在 讨论 不 分 明 概 率 时 ， 
涉及 的 是 8 的 某 些 不 分 明子 集 所 构成 的 不 分 明 事 件 域 中 之 
元 素 。 这 里 考虑 的 是 不 分 明 集 合 。 但 两 者 所 讨论 的 概率 却 不 
存在 模糊 性 。 

值得 注意 的 是 ， 在 语言 学 中 需要 考查 诸如 “概率 很 大 ”， 
“概率 很 小 ”, “概率 不 大 ”等 不 分 明 概 念 。 由 前 所 述 ， 它 应 当 
是 一 个 语言 意义 下 的 概念 ， 即 是 语言 意义 下 的 概率 ， 论 域 为 
[0,1j 或 [0,1] 的 一 个 子 集 的 语言 变量 。 而 且 在 论 域 中 的 位 置 
未 加 以 明确 地 限定 ， 可 以 是 不 分 明 前 。 

定义 5.2.1 设 多 (50,1]) 表 示 以 C0.1] 为 论 域 的 全 体 不 
分 明子 集 所 构成 的 集 族 。 它 的 某 一 选 定 的 子 集 族 s， 称 为 语 
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言 概率 的 值 空间 。e 中 的 元 素 称 为 概率 语言 变量 。 

语言 概率 记 作 大。 

过 去 的 概率 了 ,是 8 的 Borel 域 罗 到 [0,1] 的 一 个 映射 ， 
而 语言 概率 P， 则 是 从 乡 到 se 的 一 个 映射 。 

为 了 研究 P， 首 先 必需 研究 清楚 。。 我 们 希望 。 应 满足 
两 方面 的 要 求 。 第 一 ， 它 应 具有 一 定 的 语言 特点 。 应 该 是 一 
个 不 分 明 语 言 系 统 ， 包 括 若干 单词 ， 而 且 应 该 关于 逻辑 运算 
和 算 子 作用 封闭 。 其 次 ， 它 能 适应 概率 运算 的 要 求 。 

5.2.1 语言 概率 值 空间 的 语义 结构 

首先 我 们 认为 应 当 包 含 以 下 几 种 单词 

(1)“p”(p 为 [0,1J 中 一 实数 ) 

这 就 是 说 ， 不 分 明 概 率 的 值 域 空间 应 当 包 含 普 通 概 率 的 
值 域 空间 ， 

“p” 的 隶属 函数 规定 为 

p(g) 8(p, SS p= Cytron 


0， 力 关 de ) 
了 | 
(2) “很 可 能 ” 
我 们 规定 “很 可 能 ”的 隶属 函数 为 
0， 0< 力 < 和 0， 
p—a \? a+l1 
“很 可 能 >( = | 1 


L1- 3( 全 bl。 
5522 


此 处 "为 一 参数 ，o> 王 。 


在 实际 问题 中 ， 往 往 遇 到 的 是 离散 情形 。 从 而 也 可 以 将 
。153。 


它 的 支 集 缩小 到 仅仅 包含 有 限 个 点 ， 也 可 说 是 把 论 域 [0,1] 
换 为 YY。 通常 V 取 为 
V=1{0,0.1,0,.2,0.3,0,4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1} 
而 此 时 ， 常 规定 
“很 可 能 ”= 0.5/0.6+0.7/0.7+0.9/0.8+1/0.9+1/1. 
(5,2.3) 
(3)“ 很 不 可 能 ” 
我 们 规定 “很 不 可 能 ”(p) =“ 很 可 能 ”(1 9)。 
如 有 果 我 们 取 “ 很 可 能 ”的 隶属 函数 为 上 面 所 述 的 规定 
(2), 则 
0， 0<1- p<a, 


“很 不 可 能 ”(p)= | 1 


| 
| 1- 2( -4) ， 2 


| (2 ) ， a1-—-p 
| 下 一 放 


夺取 为 (3) 的 规定 ， 则 

“很 不 可 能 ”(p) =0.5/(1-0.6)+0.7/(1-0.7) 

+0.9/(1-0.8)+1/(1-0.9)+1/(1- 1) 

=1/0+1/0.1+0.9/0.2+0.7/0.3+0.5/0.4。 

由 以 上 这 些 词 ( 原 始 词 )， 经 过 逻辑 运算 ， 可 得 到 一 系列 
新 的 语言 概率 词 。 例 如 

“不 很 可 能 ”(p) =[( 很 可 能 )“](9) 

= i~ “很 可 能 ”(p)。 
“很 可 能 或 很 不 可 能 ” (9) 
= “很 可 能 ”(p)\V* 很 不 可 能 ”(p)。 
为 外 ， 由 原 妈 词 经 过 算 子 运算 ， 亦 得 到 一 些 其 它 词 。 
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例如 : 
“ 稍 许 可 能 ”(p) = 工 稍 许 JE 可 能 ](z) 


_ 和 时 郡 
= 已 3 [可 能 ](p) =[ 可 能 ($)] 


es 0 三 Ppa, 

lot 40), a<p< +e., 
， of pp-ay: ca+l < 

I -2(22) ，- <<l1. 
“非常 可 能 ”(p) = ([ 得 可 能 ](p)): 
0， 0 入 履 委 20， 

人) arli 

1 一 C a<p< ， 

pn 2712 

[1-2( 384-) | 2 <p<l, 


“差不多 是 p”(g) = FLp(q)] 


{ 0 
0， la-pbi>6. 
“差不多 是 0”=“ 几 平 不 可 能 ”(2p)， 
“差不多 是 1”=“ 几 乎 一定 (发 生 )”， 
“偏向 于 很 可 能 ”(p)=4d [很 可 能 ](p) 


(gq EL0,1]) 


全 p< 


10， b> 一 2 


通过 以 上 所 述 ， 可 以 看 出 语言 概率 值 空间 的 语义 结构 ， 

5.2.2 & 中 的 运算 关系 

我 们 希望 概率 语言 变量 经 过 四 则 运算 之 后 ， 仍 应 是 概率 
语言 变量 。 可 是 实际 情形 并 不 如 此 ， 若 按 前 面 规定 的 语言 运 
算 规 则 计算 ， 所 得 的 结果 可 以 不 是 概率 语言 变量 于 蚌 
Zadeh 提出 了 概 认 语言 变量 的 运算 法 则 。 

定义 5.2.2 设 zri，zs，…znrEs。al，as，…，anE 
[0,1], 则 {tz; 的 线性 组 合 被 定义 为 一 个 不 分 明 语 言 变量 : 

(CiN1 十 Gas 十 … 十 nr) 人力 ) 


spDN /Aapn) |+p 


1T] ‘+a.Tn=p 


此 处 


/ 
NT 
约定 空 集 的 上 确 界 为 0， 则 当 >1 时 ， 隶 属 函 数 为 0。 
故 xiyzrs，…zn 的 线性 组 合 仍 将 支 集 限制 在 [0,1] 之 内 。 这 
就 是 说 ， 概 率 语言 变量 对 于 如 此 规定 的 运算 是 封闭 的 。 
例 5.2.1 考虑 样本 空间 仅 有 两 个 元 素 的 情形 。 设 
Fi= “很 可 能 ”， 
Xzs = “很 不 可 能 ” 。 
由 li，zs 的 规定 ， 有 
Ti(b) 三 To(CL 一 力 ) 。 (5.2.4) 
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所 以 


《Ci 1 + asx2) (Dp) 


V (zp)/Nr2 (ps) + 
a pitosp,*p 
访 1+ 户 := 


-1 V (x PNA 1 -p10) 
Laipitos(1-p1)°-P 


el V (x1Cp1)) 
KH opitos 1-pi0"p 


这 是 由 于 xx(1- 思 )=xi(bi) 之 故 。 再 根据 b: 的 限制 有 


- pb- ae: 
pi 2 
故 (Zi 十 az 和 2)( 力 ) 


1 力 一 C: 
0， 其 它 


正二 Y 《zi( 力 !) 八 和 D2))= V mp)=1. 
pi+p,=1 plier 


(aixi + asx2) (p) 
二 fr P= 0+) pEla1 42) 
( UI adads 
\0， 其 它 
按 上 节 之 规定 设 “很 可 能 ?的 隶属 函数 为 


(5,2.5) 
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Da <p< lta 
Rs 


(< 


不 妨 取 a=0.8， 将 其 代入 上 式 ， 由 (5.2.5) 有 : 当 0,3<p 
<<0.7 时 ， 


《Ci81 +asn2)(p)=xi -2 ) 
p= 0,3 
3 0 ) 
/ p— 0.3 
| < 
| 0 0 0_4 <0.8, 
p~0.3 | _ 2 
: 中 人 0.8) (1-0 8) | 
a 0.8< Po <0.9, 
| _ < 
3 /1 _ ; 
1 ?| ( 号 0.3) /1 0.8) ) 
| i 
\ ,4 
0， 0.3<p<0.62, 
Pp- 0.52 A 
= 2( 08 ) 多 0. 62 夺 Dp 之 0, 66， 
_of 2-0.62 下 < 之 pO0.7 
1 2( ji ) ， 0.66<p<0.7. 


4 pEL0.3, 0.7] 时 ， (a 1 十 Co72) (7 力 ) = 0, 故 得 
[0.7(“ 很 可 能 ”) + 0.3(* 很 不 可 能 ”)](p) 
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0 和 0<0.62， 


多 2 eo 0.62<p<0.66 
2 200 0 ， 08 .6 < 力 <_0. § 
| fb-0.62 \? 
1 2( De ) ， 0.66 志 p< 之 0.7， 
\0， 0.7<<p1。 


其 图 形 如 下 : 


a 
I THaeervammiocacemammeram 一 mm 一 一 一 EE 


a 
| 0.62 0.G8 9. 


0.7《“ 很 可 能 ”+ 0.3“ 很 不 可 能 ”的 隶属 巩 数 图 形 
图 5-2-1 
注 ” 当 我 们 有 了 (5.2.5) 式 之 后 ， 求 隶属 度 ， 无 异 于 在 
线性 约束 条 件 下 求解 一 个 3 上 线性 规划 问题 。 其 其 线性 约束 条 
件 是 


aibitasp2 eT tanpn= Dp 
pitp2+t+prn=p。 
而 极 大 化 函数 为 
TiPIN NRAP2) /AN /Nn (Pn). 
5.2.3 语言 概率 的 数学 模型 
设 (8,F,P) 为 一 概率 空间 ， 又 设 AEF. 而 且 假定 写 久 为 
有 限 的 : 


Q={01 02 On}e 
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又 给 定 了 概率 语言 变量 系 es， 从 中 指定 一 个 序列 


N11s N29 '‘'**» Nne 


定义 | 
P(woi) 全 ri (1=1,2,..,7) 
且 令 
P(A)= QA 十 Co 下， i + AanKny 
其 中 


1, i A 号 
ai={ (1=1,2,..,n) 


0， wiEA, 
易 见 映射 P，F 一 e 具有 以 下 性 质 ， 


(1) 有 限 可 加 性 ， 即 
对 任意 4A1,4, ETF， Ai(i A,=9, 则 
P(A.UA,)= P(A) + P(A,). 


此 处 (41)+ 忆 (4,) 的 意思 是 指 ， 疹 
L(AI)=arritarm2 t+ +arnNn, 
RA) =as R11 t+ aons t+ doaAhn 
则 
L(A)+LP(A)= (a11tas nit as +ass) nA 
+ 二 Zn 二 Con)rns 
(2) 正规 性 ， 即 
大 (2%) = 1， (1 是 {1+ 的 素 属 函数 )。 
由 这 些 性 质 可 见 ， 天 是 一 个 概率 ， 为 此 
定义 5.2.2 如 上 建立 的 (8,F,e,) 叫做 一 个 离散 的 语 
言 概 率 场 。 叫做 语言 概率 。 
注 关于 语言 概率 问题 在 这 里 需要 再 系统 的 解释 一 下 。 
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设 (8, 了 ,PP) 是 一 个 分 明 的 概率 空间 。 者 4EPF， 则 P(A4) 
应 取 值 于 [0,1] 上 的 一 个 值 。 要 是 P(4) 未 知 ， 那 么 它 就 是 取 
值 于 [0,1] 上 的 一 个 数值 变量 。 将 事件 4 与 语言 变量 相 联系 ， 
用 大 (4) 来 表示 ， 并 以 P(4) 作 为 它 的 基础 变量 。 即 分 配 到 
了 呈 (4) 的 每 一 个 值 为 P(4) 上 的 一 个 不 分 明 关系 。 如 此 ， 与 
每 个 事件 4 一 起 ， 我 们 连带 一 个 在 罗 ([0,1]) 的 子 集 中 取 值 
的 参数 ， 包 含 在 一 个 (可 列 ) 集 eC 多 (5[0,1]) 中 取 值 的 (4) 
中 ， 其 中 e 的 每 一 个 元 素 是 [0.1] 的 一 个 不 分 明子 集 ， 而 它 
属于 一 个 词 集 T(p)。 

P(A4)=I，IE ee， 表示 I 是 P(A4) 上 的 一 个 不 分 明 关 
系 ， 并 且 称 7 为 语言 概率 值 。 事 实 上 ， 怀 是 一 个 均值 ， 被 认 
为 是 下 到 s 的 一 个 多 值 映 射 。 

5.2.4 已 事件 的 语言 概率 

无 论 从 逻辑 系统 ， 还 是 从 语言 本 身 ， 都 需要 我 们 考虑 不 
分 明 事 件 的 语言 概率 。 

人 类 为 了 相互 交流 思想 、 描 述 客 观 事 物 ， 在 客观 实践 中 
已 逐步 形成 了 一 套 结构 细密 的 语言 系统 。 其 中 不 仅 有 不 分 明 
语言 ， 涉 及 语言 概率 的 语言 ， 而 且 还 有 一 些 语言 表述 涉及 不 
分 明 事 件 的 语言 概率 。 例 如 ,明天 是 个 好 天 气 的 可 能 性 很 
大 ”;“ 你 要 找 的 人 很 可 能 是 个 高 个 子 ”; “这 个 方案 受 到 绝 大 
多 数 人 拥护 的 可 能 性 不 大 ?等 等 。 虽 然 它 们 每 一 个 叙 述 得 很 
不 确切 ， 人 得 是 谈话 的 人 能 相互 理解 而 且 比 较 直 观 ， 

我 们 先 来 分 析 一 下 上 面 所 举 的 语句 。 在 上 面 语句 中 涉及 
到 “好 天 气 ”“ 高 个 子 ”、“ 大 多 数 ” 等 慨 念 。 由 以 往 知 识 知 道 ， 
这 些 是 些 不 分 明 事 件 。 而 涉及 概率 的 却 是 “很 大 ”、“ 很 ?>、“ 不 
大 ”等 ， 又 是 不 分 明 的 。 因 而 这 里 就 必须 考虑 不 分 明 事 件 的 
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不 分 明 概率 问题 ， 亦 即 不 分 明 事件 的 语言 概率 问题 。 

设 8 为 样本 空间 ， 2= {wi}, 1=1, 2,°"*> Ne 罗 为 2 Es 
的 不 分 明子 集 ， 由 素 属 函 数 k4Cw1) 所 确定 。 四 为 8 生成 的 
不 分 明 事 件 域 。 

定义 5.2.3 在 语言 概率 场 (2, 妈 ,es, 尼 ) 上 ，4E 太 ， 则 


£(A)= LAC(OD TIT UAC D2 IRs + t haCOn) Ts 
为 4 的 语言 概率 ， 记 作 马 (4)。 其 中 zx; = 上 (wi1)，i=1， 
,ee / 
由 定义 可 见 ， 天 (4) 实 质 上 是 加 权 平 均 。 
例 5.2.2 设 
0={a,b,c} 
4A4=0.4/a+1/b+0,8/c; 
(a) =xo=“ 接 近 于 0.3” 
=0.6/0.2+1/0.3+0.6/0.4; 
(5) = xXx，=“ 接 近 于 0.6” 
=0.6/0.5+1/0.6+0.6/0.7; 
PP(c)=x。 = “接近 于 0.1” 
=0.6/0+1/0.1+0.6/0.2。 
则 不 分 明 事件 和 4 的 语言 概率 为 
P(A)=0,.4(0.6/0.2+1/0.3+0.6/0.4) 
+1(0.6/0.5+1/0.6+0.6/0.7) 
+0.8(0.6/0+1/0.1+0.6/0.2) 
此 即 已 (4)=0.4re+lrs+0.8re， 为 zxoyzoo7ze 的 线性 组 
合 。 故 按 e 中 运算 之 定义 ， 应 为 适合 条 件 
0.4p, +p, +0.8ps =Dp; 
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pi1+p2 +ps=1 

上 上 式 括号 中 的 “+ ”为 Zadeh 记号 ， 而 插 号 外 的 记号 为 

+ 运算 。 按 照 运算 定义 ， 即 将 以 下 三 括号 逐 项 搭配 ， 先 将 第 
一 个 括号 0.4ze 与 zs 搭配 ， 得 项 : 


0.6/0.4x0.2+0.5; 0.6/0.4x0. 2 + 0.6; 
0.6/0.4xX0.2+0.7; 0,.6/0.4x 0,3+0.5; 
1/0.6x 0.3+0.6 0.6/0.4x 0.3+0.7; 
0.6/0.4x0.4+0.5; 0.6/0.4x 0.4+0.6; 
0.6/0.4x0.4+0.7。 

再 将 其 与 第 三 括号 


0.6/0+1/0,8x0.1+0.6/0.8x0.2 
搭配 ， 共 得 27 项 ， 


0,8/0,4X0.2+0.5; 0.6/0.4x0.2+0.6; 
0.6/0.4x 0.4+0.7; 0.6/0.4x0.2+0.7; 
0,6/0,4x0.3-+0.53 ‘1/0.4x 0.3+0.,6; 

0,6/0.4x0,.3+0,.73 0.6/0.4x0.4+0.5; 


0.6/0.4Xx0.4 二 0.63; 

0.6/0.4X0.2+0.5+0.8X0.1; 
0.6/0.4x0.2+0.5+0.8x0.2; 
0,.6/0.4x0.2+0.6+0.8X0.1; 
0.6/0.4x0.2+0.6+0.8x0.2) 
0.6/0.4x0.2+0.7+0.8X0.15 
0.6/0.4x0.2+0.7+0.8XxX0.2; 
0.6/0.4x0.3+0.5+0.8x0.1s 
0.6/0.4X0.3+0.5+ 0.8xX0.2; 
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1/0.4x0.3+0.6+0.8X0.1; 

ti/0.4x0.3+0.6+0.8X0.23 

0.6/0.4x0,3+0.7+0.8x0.1; 
0.6/0.4x0.3+0.7+0.8X0.1; 
0.6/0.4x0.4+0.5+0.8x0.1; 
0.6/0.4x0.4+0.5+0.8x0.2) 
0.6/0.4x0,4+0.6+0,8x0.1; 
0.6/0.4x0.4+0.6+0,8x0,.2; 
0.6/0.4x0.4+0.7+0.8x0.1; 
0.6/0.4x0.4+0.7+ 0.8x0.1, 

其 中 满足 p11+p;+ps=1 者 有 以 下 诸 项 ; 
1/0.4x0.3+0.6+0.8x0.1 
0.6/0.4x0.3+0.7; 
0.6/0.4x0.4+0.6; 
0.6/0.4xX0.2+0.6+ 0.8x0.2; 
0.6/0.4xX0.2+0.7+0,8x0.1s 
0.6/0.4x0.3+0.5+ 0,8x0.2; 
0.6/0.4x0.4+0.5+ 0.8x0.1 

因此 ， 将 以 上 各 项 按 Zadeh 记号 4“+ ”起 来 ， 得 
P(A)=0.6/(0.4x0.3+0.7) +0.6/(0.4x0.4+0.6 

+0.6/(0.4xX0.2+0.6+0.8x0.2) 
+0.6/(0.4x0.2+0.7+0.8x0.1) 
+0.6/(0.4x0.3+0.5+0.8X0.2) 
+0.6/(0.4x 0.4+0.5+0.8x0.1) 
+1/(0.4x0.3+0.6+0.8xX0.1) 
=0,6/0.82+ 0.6/0.76+ 0.6/0.84+ 0.6/0.86 
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+0.6/0.78+0.6/0.74+1/0.80 
若 采 用 Zadeh 记号 ， 
隶属 度 h 。。 隶属 度 k ， 来 属 度 4 
四 由 乙 甲 ;i 
进行 化 简 ， 即 将 隶属 度 一 样 的 归并 在 一 起 。 于 是 有 
P(A)=0.6/(0.74®0.76®0.78®0.82@0. 84 
0.86) +1/0.80., 
即 不 分 明 事 件 4 的 了 概率 接近 于 0.8。 
注 ”最 后 我 们 提出 Nguytn 在 1977 年 引进 的 语言 随机 
变量 及 语言 期 望 ， 
设 5 是 一 个 随机 变量 ， 取信 于 一 有 限 集 合 U={ui,u,, 
2 三民 中 。 又 设 扣 =2; 的 概率 为 
P(E=u;)=p;, 1=1,2,. ,nN。 
考虑 语言 变量 呈 ;:， 显 然 它 是 一 个 语言 概率 。 连 带 8 每 一 个 
午 (41,4A,，,… ,4,) 构 成 一 个 语言 概率 分 布 表 ,其 中 4; 是 分 配 
于 大 ,上 的 语言 值 。 这 样 的 表 ， 我 们 称 为 语言 概率 分 布 。 
随机 交 量 上， 连带 它 的 语言 概率 分 布 ， 称 为 语言 随机 
值得 提出 ， 对 于 (4:,4:，…,4)， 可 有 构造 上 的 差别 。 
例 5.2.3 三 的 请 言 均 匀 分 布 可 以 表示 为 


， 
MH 1=1,2,'" ,1 


其 中 ”是 [0,1] 上 的 不 分 明子 集 ， 标 明 “ 接 近 于 一 -”， 


设 £ 是 一 个 在 U= {us U2 ;SR 上 取 值 的 语 言 随 
机 变量 ， 具有 语言 概率 分 布 (4 ,4,,… ,A,)。 
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定义 5.2.4 称 
UAit+us A t+unAn 
为 8( 关 于 (Ai,A,,… ,4s ee 记 作 再 (5)， 

忍 () 的 含义 ， 可 以 从 开拓 原理 演绎 出 来 。 特别 注 意 ， 
《restriction)。 因 此 ，4; 之 间 的 相互 影 啊 是 为 ; 间 存在 着 约 
束 ， 表 示 为 

SEL0,1]", S={(pisspn) pi +p2s + "+b, = 1}. 
车 4; 是 非 相 互 影响 的 ， 则 被 (41,4:;,… ,4,) 包 含 的 限制 出 


| 
| A tai xi) jn 1g(CX19…9Xn 1 


给 出 。 由 开拓 原理 可 见 恕 (x) 是 实 直 线 上 的 一 集合 ， 由 下 式 
给 定 : 
HE (3) (2)= V | V Has Cx) | 


(x1s Xn) EL 11" 1 
>x1 十 十 xn 二 1 


J 十 ，， 十 UA X= 
关于 王公 ?的 计算 ， 即 确定 它 的 隶属 函数 问题 ， 转 化 成 
为 一 个 县 有 没 纪 限制 的 一 个 非 线性 规划 的 求解 问题 。 


$3 五 事件 与 概率 
事件 的 语言 概率 是 五 事件 的 请 概率 . 这 一 节 我 们 介绍 
Kwakernaak 的 观点 ,他 的 文章 和 Nguytn 的 发 表 在 同一 年 ， 
基本 论点 相似 . / 
设 和 在 是 一 个 天 忆 随机 变量 ,4 是 尺 中 一 个 Borel 集 。 则 
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F 概 率 P,( 因 E44) 定义 为 时 = (多 ,X) 在 映射 可 一 多 下 R 中 的 
像 ,其 中 新 E 4., 所 以 我 们 有 P,( 玉 EA4) = (了 (了 (下 E4)))， 
而 

(P, (EA))= sup- inf (Xs,(T ww, 0’ ))). 


Pd ~ ~ 
Ue ItF(UeEA)=p OE 
w/en! 


因为 0<< 户 (全 EE4) 志 1， 对 于 pf[50,1] 有 (P,( 及 E44)) = 0， 
这 有 利于 把 卫 ,( 召 E4) 考 虑 为 四 在 两 个 映射 下 的 像 。 记 


(De4)=|d2(o)| ,. dP' (1), 


jw svto,w’ yea 
而 第 一 个 映射 2 4， 出 


了 A 7 _ / 
0 ee (0 ) 


确定 。 第 二 个 上映 向 ， 公 一 入 由 1 一 EU 确定 。 
定理 5.3.1 里 =(2,X) 在 中 的 像 由 
_ dP’(w’) (3.1) 


do’ si 0!) 


给 定 。 即 IXe*= (9 ,1Xs4)， 而 
I¥eA(x) = 


inf XU” (0@)), NE Fs 


sup 
Uv/ eg/l: l(ceA)= 7 oO en/ 


其 中 8’ 是 定义 在 (8’ ,多 1! ,9') 上 一 切 随机 变量 的 集 台 。 
证 令 VEA， 则 在 映射 (3.1) 作 用 下 时 的 像 中 六 的 只 
属 度 
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sup inf X。 )) 


Ve: (vo) Sy (Coy，) EA) =V (wm) ee 0 


en’/ 
= inf up in Xs,U’ CO)) 
en Ve: (7 EAY = V(@) oo eQ! 
从 而 得 证 。 


定理 5.3.2 记 
74(@)= sup Xolx), 74(0)= SupXoGCx)。 


xXed XEeAr 
则 IXe4( 称 为 及 EA4 的 标 指 函 数 ) 由 下 式 确定 
{74 (0W) 车 X=0 
IXe4(z) = mia[rio)yrio)]， 若 0Czr<1. 
5 若 x= 1 


并 且 为 单 峰 的 。 
证 奉 记 Te (x) Uv/ es/: (0 ea) = 


minl inf XU’ (ww’)), 


OO/ svU’(w/)ea 


inf Xe(U’ Cw))] 
oO :DO eA 

分 别 考虑 x= 0，0<x<1 及 z= 工 治 情 形 ， 则 结论 显然 。 

若 肝 = (8,X) 是 一 个 非 随机 变量 ， 则 IX:1 即 通常 的 
示 性 函数 。 

定理 5.3.3 P, (RE A)= EIX:4 中 

证 ““ 户 (EE 4) 是 由 (3.1) 式 确定 的 映射 人 一 2 ”和 由 
U0 一 EU 确定 的 映射 作 一 的 复合 。 由 定理 5.3.1 即 得 证 。 

设 居 = (2, X) 和 了 = (多 ,了 ) 是 两 个 KF 随机 变量 ,4 和 
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B 是 RR 上 的 两 个 Borel 集 。 那 么 定义 联合 概 率 了. (用 Ed， 
了 了 EB) 为 一 F 数 ， 它 有 隶属 函数 z 


(P,( 有 EA,YT EB))(D) 
= sup inf min[X,U(w,w’ ))， 
Ue ,Ved: VEN 


Re w/ eg/ 
PlUEAsY €EB}=P 


YlVlw,w’))], pELO,1J, 
类 似 定理 5.3.3 我 们 有 
PpP,(AAEAYT EB)= ElIX4,Yes, 
其 中 IX*4sYeB(x) 


sup inf 
VU/ sr /eg@/ :Pp/(Uv/eAsV eB)= 7 w/eo/ 


minLX。U’(w’)),Y,(V’(w’))] 
定理 5.3.4 如 定理 5.3.1 那样 定义 r4(w) 和 7r(w)。 


且 令 
Ss(w)= sup Yu(y), SEs(w)= sup Yl(y) 
yeB yen° 

则 

-max[r4(w),Ss(w)], X= 0。 
IXe 4 Ye Hn) = minLra(w),Ss(w) ,maxLra(w), Ss)1]], 

0<x<1, 
~min[r4(w) ,SS(%)], Xx=1。 


证 明 类 似 于 定理 5.3.2 的 证 明 。 

定理 5.3.5 已 Txe4;re6= EIXe4IY «8, 
证 明 是 显然 的 。 

定理 5.3.6 和 若 有 下， 了 独立 ， 则 
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P,( 有 EEA, YEB)=P,(XREA)P(Y EB). 
证 因 脏 和 了 独立， 所 以 X54 和 ITY《5 也 独立 ,从 定理 
3.5 和 定理 5,3,1 得 到 ， 
当 太 是 离散 KF 随机 变量 时 ,可 得 计算 BP 概率 Pr( 有 eA) 
的 规则 如 下 : 设 导 ={(p;,X':)，i=1,2,.…} 
步骤 1 对 每 个 ; 确定 
7 一 SUPXICY) ，7)， 一 SUDXICX)， 1=1,2,." 


XEA XeA° 
步 又 2 涪 P,(eA)、min(ri,71)、Wo= 二 1 及 Lx 关 1， 
(KK=1,2,…) 汐 假定 ， 确 定 水 平 p44，k=0,1,2,… ,并 整理 jx 
域 如 下 上 硕 序 ， 即 
l= Pu > 
步骤 3 对 每 个 &=0,1, 2 和 YE[0,1] 确定 


步骤 4 对 于 EL0,1] 葡 定 
(PpP.( 有 EA) q) = sup Xxr(q) hx. 


例 5.3.1 就 意见 征集 的 例子 来 考 虞 。 已 知 p,=0.4,p， 
=0.5，ps=0,.1，px= 0(K 宇 4)， 且 “很 暖 ”，“ 暖 ”及 “不 评 
价 ” 的 隶属 函数 分 别 为 和 XI,X2: 及 和 ss。 现 在 来 求 了 ,( 忆 三 z)， 
zER， 于 是 4=[zx, + co)。 对 于 给 定 的 > 和 qd，P,( 有 下 之 2 是 
反映 先 成 温度 超过 z"C 意见 的 一 个 分 数 q。 利 用 上 述 规则 ,对 
于 给 定 的 x 值 可 很 容易 地 确定 P( 必 二 z)。 囊 实 上 ， 若 设 z= 
25 尼 | 
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YE(2S54+oo) 


= sup ,< 〈(x》 = 0， 


xcE(t 一 cy25 


jE sup .XX (X= 
形 
主 


72=1, r+2=1; 74=1, r;=1。 
步 票 2 min(r’i,r1)=0, i1=1,， 2， 3， 人 5， 
Ks =0.4，Hp= 0.3 等 。 
步 缀 3 对 K=0,1,2,3， 有 z 
之 bis04 1- 5 p=1-0=1. 
< < 
所 以 当 gE50,1] 时 ， 有 
1，0.4 和 4 所 1， 
0， 其 它 
步 又 4 得 仿生 全 25))9) = sup x (g) ks， 故 对 于 


4 EL0,1]， 得 了 (及 宇 25) = “至 少 0.42 的 结论 。 如 此 对 于 不 
同 的 Z 值 ， 类 侯 虐 面 计算 可 以 得 出 P( 脂 ;2) 之 值 ， 如 z= 
30C， 有 P( 于 六 30) = “不 比 0.5 大 ”。 而 当 Z= 25,26,27， 
28,29 各 30%C 时 ，P( 收 宇 Z) 从 “至 少 为 0,4” 逐 渐 过 渡 到 “不 
比 0.5 大”。 


tag) = X19) = 2g) = lg) = 也 
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第 六 章 
FF 统计 


有 些 时 候 ， 人 参与 了 某 些 随机 现象 ， 使 得 其 中 既 含 有 不 
分 明 性 又 包含 着 随机 性 。 例 如 在 人 机 系统 、 管 理 系统 、 经 济 
系统 及 社会 系统 中 的 某 些 情况 就 是 如 此 。 对 这 些 现象 如 何 进 
行 统计 分 析 ， 有 着 十 分 重要 的 现实 意义 。 目 前 这 方面 的 研究 
进展 ， 远 不 能 满足 实际 的 需要 ， 但 是 已 有 相当 的 基础 

我 们 这 一 章 主要 用 来 介绍 不 分 明 观 念 与 统计 相 结 合 所 产 
生 的 一 些 新 结果 .它们 是 下 统计 法 , F 正 交 实 验 设计 及 王 相 
关 分 析 。 由 于 与 统计 密切 关联 , 故 统一 在 统计 这 个 标题 之 
内 。 而 卫 聚 类 分 析 另 辟 一 章 介绍 。 


$1 了 统计 法 


F 统计 法 是 用 来 确定 F 集合 的 隶属 函数 的 一 种 方法 ,其 
数学 模型 本 身 不 具有 随机 性 ， 但 其 思想 方法 非常 类 似 于 统计 
模型 ， 从 而 可 看 作 是 FF 集 思 想 与 统计 方法 的 结合 。 

6.1.1 统计 方法 的 回顾 

在 经 典 集 合 论 基础 上 建立 的 统计 理论 中 ， 随 机 试验 是 一 
个 最 基本 的 概念 ， 由 它 引出 频率 的 定义 ， 在 引进 经 验 分 布 概 
念 之 后 开展 了 一 系列 的 统计 工作 。 随 机 试验 涉及 以 下 四 个 
要 素 : 

(1) 样本 空间 8 

(2) 事件 4C2 4 是 & 上 的 一 个 确切 集合 ; 
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(3) 样本 点 mw， 由 它 确 定 宁 忻 4， 

(4) 条 件 8。 它 是 对 变 元 % 活动 的 一 种 限制 。 

在 此 我 们 所 关心 的 随机 性 ， 其 产生 的 机 本 原因 在 于 条 件 
3 的 不 充分 ， 它 未 将 w 完全 限制 死 ， 仍 有 活动 的 余 他 ， 而 县 

Sn 站 4 关 0 关 Sn 4。 
当 wE€5N 4 时 ， 事件 4 发 生 ; 当 wESn4 时 ,事件 4 不 发 
生 。 故 4 是 条 件 S 之 下 的 随机 事件 

随机 试验 的 目的 ， 万 确定 性 手段 去 研究 随机 性 。 

在 随机 试验 中 的 每 次 试验 中 ，4 是 国定 鸡 , w 是 变化 的 ， 
4 发 生 与 否 ， 必 须 是 明确 的 。 

作 吧 次 试验 , 定义 4 发生 的 频率 为 o 发 生 的 次 数 与 n 的 
比值 。 随 着 n 的 增 大 ， 频 率 通 常会 叶 现 出 稳定 性 ， 频 率 稳定 
所 在 的 那个 数 ， 就 称 为 事件 4 在 S 下 的 概率 。 

6.1.2 不 分 明和 统计 

什么 是 不 分 趴 统计 蛇 ? 它 和 概率 统计 有 着 什么 本 质 区 别 

? 我 们 设想 作 一 个 试验 ， 考 虑 在 人 的 集合 ( 论 域 0) 中 ， 张 
ca 是 否 是 高 个 子 (4#*) .显然 ，xo EU .而 4* 是 U 的 一 个 
运动 厦 的 ， 边 界 可 变 的 集 。 这 是 因为 “高 个 子 ? 这 个 概念 是 随 
着 不 同 的 条 件 、 场 合 和 观点 而 改变 的 。 每 次 试验 也 是 清楚 的 
可 理解 的 ， 即 让 不 同 的 人 来 评论 张 松 是 不 是 展 于 高 个 子 这 个 
集合 4#。 当 然 有 时 会 得 到 “ 张 松 属于 高 个 子 *， 即 wo € 4*; 
但 有 时 也 会 得 到 “ 张 松 不 是 高 个 子 ?， 邯 wo 和 华 4*。 于 是 ， 作 ” 
次 试验 后 ， 总 可 以 得 到 wo € 4* 在 ?2 次 试验 中 发 生 的 次 数 , 从 
而 它 与 nn 的 比 就 可 用 来 定义 uo 对 4* 的 隶属 频率 ， 


wo 对 丸 的 未 属 频率 = 后 全 扑克 数 ， 
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许多 实践 证 明 051 ， 随 着 ”的 增 大 ， 隶 属 频率 也 会 呈现 稳 定 
性 ,我 们 称 之 为 素 属 频率 的 稳定 性 。 频率 稳定 所 在 的 那个 数 ， 
叫做 2 对 4* 的 隶属 度 。 

将 隶属 度 不 为 0 的 那些 元 素 wo 和 wo 的 隶属 度 pu 搭配 起 
来 组 成 “ 单 点 " 集 ， 即 {(4 ,xzo)}， 即 得 “高 个 子 ? 这 一 己 集合 . 

这 里 的 试验 ， 也 有 四 个 要 素 ; 

(1) 论 域 U， 它 是 确定 的 集合 ， 

(2) 元 素 zo， 它 是 U 的 一 个 固定 元 素 ， 

(3) 4*CU， 它 是 一 个 运动 着 的 , 边界 可 变 的 普通 集合 ， 
4* 联 系 于 一 个 不 分 明 集 合 丸 ( 相 应 于 不 分 明 概念 wc) ，4# 的 每 
一 次 图 定 化 ， 都 是 对 w 所 作出 的 一 个 确定 划分 ， 它 表示 x 的 
一 个 近似 的 外 延 ，A4* 也 可 看 成 4 的 一 次 实现 ，4 的 性 域 控 
制 着 4* 的 变化 ; 

(4) 条 件 S， 它 联系 对 概念 wx 所 进行 的 划分 过 程 的 全 这 
客观 或 心理 的 因素 ， 制 约 着 4* 的 运动 。 : 

由 于 5S 对 划分 过 程 没 有 限制 死 ，4* 可 以 变异 , 它 可 以 覆 
雇 xo， 人 也 可 以 不 覆盖 x。， 致 使 zo 对 4* 的 隶属 关系 是 不 确 
宋 的 。 

在 每 次 试验 时 ，A* 是 取 定 的 普通 集合 。 而 在 各 次 试验 
中 ， 如 是 固定 的 ，A* 在 变化 ， 

称 以 上 方法 为 不 分 明 统 计 法 , 简称 F 统计 法 。 它 是 用 确 
定 的 手段 研究 不 分 明 性 。 

例 6.1.1 设 避 =(0,100)( 单 位 ， 岁 )， 是 “青年 人 ?在 


“UU 上 的 了 集 ， 选 取 wo= 27。 试 用 三 统计 试验 ， 来 确定 ze 对 


入 的 隶属 程度 。. 
张 南 给 ， 获 训 武 二 ”5 在 武汉 建材 学 院 作 抽样 试验 ， 
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小 久 冶 当下 
"和 希 愉 村 下“〈 渭 访 浪 示 下)621=45 竣 始末 于 


maailaatdnh da loin mm cas ad A ete EE ol be EE eto Ba Ea i a a Cr fade i mate le a 四 ee 


孜 租 在 旦 狗 索 内 发 次 下 i 第 
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选择 129 人 ， 在 他 们 独自 认真 考 呀 了 “青年 人 ”的 含义 之 后 ， 
报 出 了 他 们 认为 * 青 年 人 的 最 适宜 的 年 限 ， 具 体 数 据 如 表 1. 

表 1 所 列 数据 ， 每 一 个 表示 答复 者 认为 “青年 人 ”所 包括 
的 年 令 ,如 19-25， 指 “青年 人 ?范围 是 19 岁 至 25 岁 。 可 网 
每 一 个 答复 相当 于 一 次 试验 ， 即 给 定 一 个 具体 的 4*。 

将 表 1 所 列 数据 进行 分 组 ， 并 计算 出 隶属 频率 。 因 为 试 
验 共 进行 了 129 次 ， 故 最 高 隶属 频数 为 129, 即 uoE€ 4* 的 次 
数 最 高 为 129。 表 工 中 最 小 岁数 为 1% 岁 ,最 大 岁数 为 36 岁 、 

表 2 分 组 计算 相对 频数 
序 中 分 组 0 号 分 组 | 上 灿 相对 频 
1 | 18.514,8 0.0155 | 13 | 25. 5~26, 四 0.7984 


14.5~15.5 


一 -一 --…- 》 -rw 


0 tam ie 14 2 5~27.5 |101 | 0.7829 


D1 站; SS ls 0 5~28.5 1 99 1 0。767: 


2 
3 | 15.5 一 16.5 
4 


16， 5~17.5| 67 | 0.5194 | 16 16 | 28。 5~29.5 | 80 | 0.5202 


5 | 7.518.5 | 121 0 ee 17 | 29,5~30.5 | 77 | 


6 | 18.5~19.5 | 125 Js 9090 | 30, 3~31.5 | 27 | 0.23093 


MN 


Es 


19 5 3-2050 1 .129 | 


| 


| | 
19 | 31,5~32.5 ，27 | 0.2093 


Oo 


& 20.5~21.5 | 129 


] | 

a Sa 
1 ‘20 | 32, 5~33.5 | 26 0.0016 
1 


有 
9 | 21.5~22,5 | 129 21 21 | 84. 5~34.5 | 26 0.2016 
0 22.5~23.5 | 129 | 1 5 ~ 35 .5 | 26 | 0.2016 
11 |23.5~24.5 |129 | 1 | 23 Ey 1 | 0.0087 
12 | 24.5 一 25.5 | 128 | 0.9922 | | ;58 
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采用 组 距 为 1 可 分 为 23 组 ， 从 13.5 岁 开始 至 36.5 岁 此 。 

表 1 中 第 一 个 答复 为 19~25， 共 包括 7 个 岁数 。 从 而 使 
第 6 组 至 第 12 组 各 出 现 一 次 。 而 14 岁 这 个 年 令 ， 仅 出 现 两 
数 ， 故 频数 为 2。 于 是 相对 频数 为 2/129 = 0.0155。 现 将 129 
个 数据 分 组 计算 相对 频数 ， 结 果 列 于 表 2。 

以 各 组 的 组 中 值 为 代表 ， 从 而 得 其 隶属 频率 。 如 第 14 组 
的 组 中 值 为 27 岁 ， 于 是 得 27 岁 隶 属于 “年 青 人 ”的 隶属 度 为 
0.7829。 如 此 求 出 各 组 的 组 中 值 . 结合 相应 的 隶属 度 即 得 相 
应 的 隶属 函数 曲线 及 相应 的 “年 青 人 ”这 一 FF 集 。 

以 上 介绍 的 FF 统计 法 是 所 谓 的 二 相 FF 统 计 ， 二 相 指 
的 是 ， 

P; = { 闻 , 和 她“ }» 
每 进行 一 次 不 分 明 试 验 ， 都 确定 了 一 个 映射 ， 
es U—P, 
它 是 对 的 一 次 划分 。 二 相 下 统计 等 于 是 两 个 相反 的 正 概 
念 在 U 中 进行 “竞选 ?的 统计 。 
显然 ,存在 着 多 相 下 统计 ,关于 它 我 们 就 从 略 了 ( 见 [2]). 
》2 F 正 交 试 验 设 计 

在 数理 统计 中 ， 正 交 试 验 设计 法 占有 一 定 的 比重 ， 在 工 
农业 生产 方面 很 有 用 。 但 当 涉 及 不 分 明 因 素 时 ,就 不 能 应 用 。 
能 否 将 该 方法 应 用 于 下 领域 ， 是 值得 考虑 的 一 个 问题 . 为 此 
目的 ， 这 节 介 绍 这 方面 的 一 些 研究 ， 虽然 有 待 于 进一步 深化 
和 开明 ， 但 仍 是 一 个 好 的 开端 。 

为 了 帮助 不 了 解 正 交 试验 设计 的 读者 ， 我 们 先 回顾 一 下 
这 方面 的 内 容 ， 然 后 介绍 FF 正 交 试验 设计 。 
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. 6.2.1 正 交 试验 设计 

在 这 一 节 ， 我 们 首先 简单 谈 一 下 正 交 试验 设计 . 

我 们 遇 到 的 实际 问题 ， 常 常 是 比较 复杂 的 ， 包 括 有 多 种 
因素 ， 各 个 因素 又 有 不 同 的 状态 ， 它 们 相互 交织 在 一 起 为 
了 寻求 影响 指标 的 最 合适 的 生产 条 件 ， 就 要 对 各 种 因素 以 及 
各 个 因素 的 不 同 状 态 进行 试验 。 

例 6.2.1 菏 农 药 厂 生产 某 种 农药 ， 根 据 生产 经 验 ， 发 
现 影响 农药 收 率 的 因素 有 4 种 ， 每 种 因素 都 有 两 种 状态 ， 具 
体 如 下 : 

反应 温度 (4)，60%C(A1)，80°C(4,)， 

有 反应 时 间 (8)。2.5 小 时 (B81)，3.5 小 时 (8B,)， 

配 比 (C); Teil 12/1(62) 

真空 度 (D): 500 训 米 尔 柱 (Di)，600 毫米 汞 社 (D,). 

问题 是 找 出 名 a ben 各 影响 规律 ， 即 寻求 出 
隆 个 因素 是 主要 的 ， 哪 个 是 次 要 的 ? 外 些 因 素 只 起 单独 作 
用 ， 哪 些 因 素 除了 在 自 的 音 宙 作用 外; 它 和 有 之 闪 还 产生 颖 全 
效 梁 ? 这 种 综合 效果 有 多 大 ? ey 综合 效果 是 主 
于 的 ， 还 是 因素 的 单 达 作用 是 主要 的 ? 与 外 ， 选 出 各 因素 的 
一 个 状态 来 组 成 比较 合适 的 生产 条 件 。 

要 解决 这 些 问 题 ， 就 必须 进行 实验 或 试验 。 为 了 便于 讨 
论 ， 以 后 通称 影响 指标 的 因素 为 因子 ， 用 大 写字 母 4，B， 
… 表 示 ， 每 个 因子 可 能 处 的 状态 称 为 水 平 ， 用 字母 加 是 标 表 
示 。 如 4,、 A,,: … 表 示 4 因子 的 第 一 、 第 二 、 … 水 平等 。 
有 时 ， 亦 将 因子 用 大 写字 母 加 单 足 标 表 示 ， 如 41，4,，… 

表示 第 一 个 因子 ， 第 二 个 因子 ，… 等 ， 而 可 能 水 平 用 相应 因 
子 符号 加 第 二 个 足 标 表示 ， 如 4::，4:;:，，… 等 表示 因子 
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41 的 第 一 个 水 平 ，4 的 第 二 个 水 平 ，… 等 。 

在 上 述 例 子 中 ， 有 四 个 因子 ， 每 个 因子 有 两 个 水 平 。 因 
此 ， 上 述 问题 称 为 四 个 两 水 平 因子 的 试验 问题 。 对 于 此 问题 
要 寻求 圆满 的 解决 ， 就 必须 进行 2 和 = 16 次 试验 结果 的 处 理 . 
如 果 藉 子 庆 水 平 的 数 昌 比较 多 时 ， 要 解决 这 样 一 个 问题 就 要 
作 更 多 次 试验 。 因 此 产生 一 个 问题 ， 是 否 可 以 只 作 其 中 一 部 
分 试验 就 能 解决 上 面 所 提问 题 呢 ? 要 作 到 这 一 点 ， 就 必须 合 
理 的 安排 试验 。 这 种 合理 安排 的 方案 就 是 正 交 表 ， 用 正 交 玫 
来 安排 试验 的 方法 称 为 正 交 试验 设计 法 。 

最 篇 单 的 正 交 丧 症 二 (23)。 其 中 工 代 表 正 交 表 ， 工 下 
角 唤 数字 4 表示 要 作 四 次 试验 , 即 表 中 有 四 横行 (简称 为 行 )3 
括号 内 的 数字 2， 表 示 表 的 主要 部 分 只 有 2 种 数字 ， 即 因 子 
有 两 种 水 平 1 和 2， 称 之 为 1 水 平 与 2 水 平 ; 括号 内 的 指数 
3 表示 有 3 纵 列 (简称 列 )， 即 最 多 允许 安排 的 因子 个 数 是 3 
个 。 具 体 如 下 ; 


一、 列 身 2 ES 
es 1 2 3 
试验 号 一 ~ 


1 ] 1 1 1 
2 | 1 2 2 
3 ] 2 1 2 
4 | 2 2 1 


一 般 来 说 ， 正 交 表 Ln(tK') 表 示 ， 


] 一 一 最 多 安排 因子 数 
永吉 入 


需 作 试验 数 一 一 一 一 一 一 水 平 数 


TE my re > EE A 7 EL ~ 区 AT ET 6 oC a EE ar 
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根据 问题 中 因子 的 个 数 及 水 平 的 个 数 ， 选 择 相 应 的 正 交 
表 ( 各 种 正 交 表 兄 [5]). 根据 表 的 规定 ， 制 订 试验 方 案 。 如 
上 述 例子 的 四 个 两 水 平 试验 不 能 用 L,(2) 来 安排 ， 因 为 工 ， 
(2 ) 最 多 只 能 安排 3 个 因子 两 个 水 平 的 试验 ， 所 以 我 们 选 
Zas(2 ) 来 制订 方案 。 工 s*(2 7 ) 为 


列 
ee 1 2 3 4 5 6 7 
试验 号 ”一 
1 i 
2 FR 和 
3 2。 
4 / | 
5 I 
6 人 
2 2 1 1 2 2 1 
8 | 2 2 1 2 1 1 2 


由 该 表 来 安排 试验 ,将 因子 放 于 列 号 内 ， 我 们 选取 1， 
2，4，7 分 别 为 4，B，C，D 四 因子 。 并 将 各 因子 所 处 列 
中 数字 1 向 2 的 位 置 分 别 换 上 该 因子 的 1 水 平和 2 水平， 得 
计划 表 如 下 : 

2 恢 认 表示 试验 结果 ， 加 第 五 次 试验 是 A,;,，B,，, 
Cs 搭配 (4:， B1!，C1，D,) 后 进行 的 试验 ， 所 得 收 率 
六 0 其 余 的 含义 相同 ， 

A te se st edi 
方法 是 直观 分 析 法 与 方差 分 析 法 。 由 于 我 们 的 目的 是 介绍 
交 试 验 设计 的 下 分 析 法 ， 故 此 从 略 。 No 
书 中 查 到 。 
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6.2.2 PF 正 交 试验 设计 

我 们 利用 一 个 具体 问题 来 介绍 不 分 明 L,(3) 正 交 试验 
设计 ( 见 L33])。 

设 论 域 为 U={x1，x，,，Xxs}. 
xs 构成 ， 而 且 分 别 作 为 三 个 因素 4:( 季 节 )，4:( 整 地 方式 ) 
及 4,( 树 种 ) 的 论 域 。 每 个 因素 取 三 个 水 平 ， 即 


A,! 
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A ,3 
A,, 
42: 
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da 
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它 由 三 个 子 论 域 万 19X29 
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收 率 (2%) 


洲 | 痪 4, 4 成 活 率 (%，) 
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41; 早春 41， 雨季 4::， 晚 秋 4:s， 
4::， 大 鱼鳞 过 4::， 反 坡 梯田 4;，， 水 平 沟 4:s， 
A,; 侧 相 As1, 酒 松 4s，， 刺 枫 4s:。 

用 Ze,(3“) 来 安排 试验 ， 所 得 到 的 成 活 率 整理 如 下 ， 


K, | 2.62 2.39 | 2.54 
Ky : 307 | 2,32 + .29 
K; 2.52 2.59 | 2.38 
K! 0.873 | 0.767 | 0.850 
K; 0.690 0.773 | 0.763 
K! 0.840 | 0.863 | 0.793 


我 们 记 因 素 4;(i=1,2,3) 在 71(j=1,2,3) 水 平 上 A4i， 
前 平均 成 活 率 为 cij(0 委 aii 委 1)， 认 为 是 4; 对 其 在 7 水平 
A;; Ex; 处 “成 活 率 高 "的 隶属 度 对 造林 成 活 率 提高 的 影响 
度 ， 因此 A; 相对 于 各 水 平 的 平均 成 请 率 (ciiyciayCis) 也 
是 定 义 在 x; 上 的 王 焦 4 ， 而 (cliiycisycis) 在 x: 上 的 雪 
现 ， 是 由 于 人 不 能 对 全 部 因素 的 一 切 水平 都 进行 考察 ， 就 把 
它 压 缁 在 低 维 空 间 x; 上 进行 考察 所 得 到 的 结果 ,这 种 表现 ， 
实际 上 绝 富 着 不 分 月 性 。 办 此 
4 =(0.873，0.690，0.840)， 
.4 = (0.767，0.773，0.863)， 
4 =(0.850，0.763，0.793)。 
分 别 为 xi， xs*，xas 上 的 一 集 。 
因为 F 集 41 的 高 度 hgt 4,=0.873， 而 het 4。= 
0.863，hgt 44。=0.850， 故 
hgt A41>hgt 4,>ngt 4, 
因此 各 因素 对 造林 成 活 率 的 影响 ， 以 季节 为 最 大 ， 其 次 是 整 
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地 方式 ， 再 次 是 树种 。 

为 了 分 析 正 交 试 验 设计 中 任意 两 个 因素 的 各 种 水 平 措 本 
对 造林 成 活 率 的 影响 ， 对 一 向 量 4:，4:，4s 中 每 两 个 之 
间 的 第 卡尔 乘积 定义 为 RR;(i=1,2,3) : R=(ri,)，ris= 
aij 人 airlkh， 其 中 4 =(eityaiycis)(1=1 2,3)。 疙 ;是 
论 域 和 ;ix 和 Xi 上 的 了 关系 ， 7 和 表示 因素 4 在 7 水 平 处 
与 因素 4)+ :在 有 水 平 处 搭配 对 造林 成 活 率 前 联合 影响 。 

如 

“0.873 人 0.767，0.873 人 0.773，0.873 人 0.863 、 
4 x 由 :会 | 0.690 人 0.767，0.690 作 0.773，0.690 人 0.863 
0.840 人 0.767，0.840 人 0.773，0.840 人 0.863 
“0.767，0.773，0.863 ， 
=' 0.690，0.690，0. 690 |=B,. 
.0.767，0.773，0.840. 


为 了 分 析 当 一 因素 固定 在 某 一 水 平时 ， 它 与 其 它 因 素 不 


同 水 平 搭配 时 对 造林 成 活 率 的 影响 ， 引 入 不 分 明 关系 思 ; 在 
论 域 X 中 的 投影 ， 记 为 慷 ix,， 它 由 来 属 函 数 


Hp ,r Xi) = V Kr: (xX1, X2)。 


所 确定 。 届 影 表示 不 分 明 关 系 弓 阵 的 行 峰值 和 列 峰 信 ， 如 
Rlx,, 其 隶属 函数 
Heix1(X1) = (0.863, 0.690，0,.840)’， 


kn x (x1) = (0.767, 0.773,0.863). 


这 里 号 | 是 造林 季节 与 整地 方式 对 造林 成 活 率 的 联合 影 
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聊 。 从 而 投影 可 用 来 分 析 当 一 因素 固定 在 某 一 水 平时 它 与 其 
它 各 因素 不 同 水 平 搭配 时 对 造林 成 活 率 的 影响 。 从 上 看 出 ， 
水 平 搭配 以 A114,: 为 最 好 ， 对 成 活 率 的 影响 最 有 利 ， 可 达 
到 0.863。 

同样 办 法 可 分 析出 搭配 4; 4, 可 达 0.850，As1411 可 
达 0.850。 


为 了 分 析 所 有 因素 的 各 种 水 平 搭配 对 造林 成 活 率 的 影 


咬 ， 定 义 要 4,, 丰 ,, 轨 ,之 间 的 笛 卡 尔 习 积 ， 
it 人 IC2i9C3 
A,x /4，, “4 人 | 人 re ) 

例如 ，(411，A;;:，4s1) 关 于 集 丸 ;Xx 有 4; XxX 殷 , 的 隶属 度 
是 0.873 入 0.773 人 0.850=0.773， 它 表示 早春 季节 、 反 坡 梯 
田 和 侧 柏 知 搭配 对 造林 成 活 率 的 联合 影响 是 0.773。 容易 看 
出 ， 指 配 (411,4,:,4s1) 在 各 种 可 能 组 合 中 对 造林 成 活 率 的 
影响 最 大 ， 其 值 为 0,873 八 0.863 八 0.850 = 0.850。 

综 上 所 述 ， 在 不 考虑 交互 作用 的 情况 下 ， 三 个 因素 的 水 
乎 搭配 为 早春 、 水 平 沟 和 侧 柏 时 其 成 活 率 最 高 。 

作者 在 1982 年 及 1983 年 在 山区 作 了 实验 ， 效 果 与 上 述 
结果 基本 一 致 .说 明 他 的 试验 方案 是 行 之 有 效 的 .而 且说 明 应 
用 正 交 试验 设计 的 下 分 析 法 ， 不 仅 符 合 客观 实际 , 同时 说 明 
了 该 方法 的 可 行 性 。 


$3 线性 回归 分 析 


回归 分 析 是 数理 统计 中 一 个 重要 的 内 容 ， 在 实际 方面 也 
有 风 种 应 用 。 由 于 它 不 能 使 用 于 不 精确 的 数据 ， 从 而 就 必需 
将 其 扩展 至 不 分 明 领 域 。 这 一 节 就 是 用 来 介绍 这 一 主题 。 
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人 oe a 后 再 
介绍 F 线 性 回归 41， 

6.3.1 二 元 线性 回归 

假如 自 变 量 x 与 因 变 量 y 的 实测 值 为 


《xiyyi)，1=1 2,，…,n。 
在 坐标 纸 上 这 ”组 值 就 是 2 个 点 。 现 在 的 问题 是 去 寻求 * 与 
y 之 间 的 近似 表达 式 。 若 这 个 点 似乎 位 于 一 直线 附近 ， 就 
可 认为 y 与 之 间 有 线性 关系 ， 不 妨 设 其 为 yY=cx+bp。 六 
此 x; 与 yi 有 关系 式 


yi;=a+bx;i+e;, i=1,2,. ,Nn。 (6.3.1) 


其 中 x;，y; 为 已 知 的 ，a，b，e; 是 未 知 的 。 人 怎样 利用 关系 
式 《6.3.1) 来 求 出 a，b 呢 ? 这 可 利用 最 小 二 乘法 ， 
将 (66.3.1) 式 改写 为 


ei:= yi:—a~ bxi, 1 =1,2,...,n (6.3.2) 


它 表示 用 a+ bx 来 代 静 yi 所 产生 的 误差 。 全 部 误差 的 平 
方 和 是 
之 时 = 2 yi- a- bri)’, (6.3.3) 


记 为 CO。 我 们 要 求 的 ce， 应 该 使 (6.3.1) 式 符合 得 好 ， 也 就 
生 误 老 项 se; 要 小 。 因 此 0 就 是 反映 符合 好 坏 的 一 个 量 。 最 
小 二 乘法 告诉 我 们 应 选 a，4b 使 O 达到 最 小 值 。 

我 们 对 (6.3.3) 式 求 O 对 a，5 的 篇 导数 ,并 令 其 为 零 ,得 
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天 中 

ya bet) =0 
/ (6.3.4) 
: Sn —a— bxi)x;=0 


四 i~1 


将 其 改写 为 


(Se 


对 a， ;求解 将 一 式 两 端 除 以 mw 得 a=- bt 代入 第 二 
式 就 得 !。 我 们 将 其 解 记 为 2，8， 即 有 
-六 = 下 一 琶 


了 SY A i (6.3.5) 
6 之 ( 元)(y， 9)/ Pe 1)?, 


这 样 我 们 求 出 了 c，2 这 两 个 值 。ea 称 为 回归 常数 。2 称 为 回 
归 系 数 、6，8 分 别 为 ce，? 的 最 小 二 乘 估计 值 。 于 是 
Y=0+ hx (6.3.6) 


称 为 y 的 估计 值 。 也 是 从 (x;，yi),， i=1,… sn 资料 得 到 的 
回归 方程 。 不 难 验证 ， 如 此 CC，8 的 确 使 0 达到 最 小 ， 

以 上 介绍 的 方法 和 近似 计算 中 的 曲线 拟 合 是 一 致 的 。 而 
在 数理 统计 中 则 还 需要 考虑 以 下 三 个 问题 ， 

(1) 回归 方程 是 否 有 意义 ? 

(2) 污 有 意义 ，x* 与 》 相关 到 什么 程度 ? 

(3) 和 若 有 意义 ， 如 何 用 x 来 预测 y? 
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中 物 , 


和 | 


为 了 解决 这 些 问题 ， 需 要 引进 相关 系数 的 概念 ， 两 个 随 
机 变量 与 5 的 相关 系数 o 定义 为 
p=cov(E,N)/ VDE Dy (6.3.7) 
其 中 cov 9) 为 上 与 了 的 协 方差 ， 而 DE 及 DY 分 别 为 上 与 
7 的 方差 。 当 (#，7) 的 样本 值 为 Cxi，yi)，1= 1 … 7 时 ， 
则 有 样本 相关 系数 R， 


So 一 和 )(y; ~ Y) 


R= 


~ 1 7 1 : 
he ,了 = 一 之 了 通常 把 R 记 为 o, 即 p 的 


估计 值 . 

从 实际 观测 值 ( 即 样本 )(x; ,yy;) 得 到 相关 系数 R。 我们 
由 R 的 大 小 即 可 判定 x 与 y 之 间 的 相关 程度 ， 而 且 当 尺 很 
小 时 ， 就 认为 x 与 y 之 间 无 线性 关系 ,， 即 所 配 回归 无 意义 ， 
否则 ， 就 认为 所 得 回归 方程 有 意义 。 至 于 第 三 个 问题 ， 对 于 
学 过 数理 统计 的 读者 来 说 ， 是 明显 的 ， 这 里 从 略 了 。 

从 以 上 介绍 可 以 看 出 ， 回 归 分 析 中 涉及 这 样 的 一 些 概 
念 ， 误差 、 距 离 、 相 关系 数 。 它 们 在 F 回归 分 析 中 是 必须 加 
以 模糊 化 的 一 些 概念 ， 

6.3.2 RF 相关 分 析 

当 样 本 点 (xi ,yy i) 不 是 R* 中 一 些 精确 的 数据 ， 而 是 一 
些 可 能 取 值 的 范围 ， 并 且 这 些 范围 的 边界 不 清晰 时 ， 上 述 方 
法 就 不 能 被 用 来 对 样本 点 进行 相关 分 析 。 因 此 有 必要 将 上 述 
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方法 予以 推广 。 这 就 是 此 处 的 不 分 明 相 关 分 析 ， 人 简称 为 F 相 
关 分 析 。 

根据 F 集 论 的 观点 ， 如 此 的 样本 点 可 用 R? 中 的 F 集 殷 
来 描述 ,并 称 为 FF 样本 点 , 设 我 们 已 测 得 1 个 FF 样本 点 4，， 
和 2:，…， 钨 ,， 问题 是 如 和 何 对 它们 进行 线性 拟 合 。 

为 了 解决 此 问题 ， 我 们 先 引 进 下 距离 。 

定义 6.3.1 设 4€F(R?), 精 确 直 线 [的 方程 为 v= 
ax+p， 则 又 到 言 线 1 的 不 分 明 距 离 (F 距离 ) 定义 为 DBD= 
(4)，DEZF(R:)。 的 隶属 函数 为 

Wa sup k(x y) 。 


d= f(x, y) ~ 
其 中 d= f(x,y) 是 平面 上 点 A(x,y) 到 直线 1 的 距离 。 它 可 


以 取 为 
Pe ax~b|。 


为 了 讨论 妈 的 性 质 ， 我 们 首先 讨论 一 个 引 理 。 
引 理 1 Me 两 个 论 域 ,f : UV ,ME (UD)， 
AM)}EFV)， 则 Vd € (0,1), 
: [fCOM)], = fCM。) 
的 必 充 条 件 为 ，Vv SV， 存在 w* 使 得 
{f(a) 人 = Wy ), 


性 质 1 设 4EF(R*)，4 有 连续 隶属 函数 人 (xz，y)， 


若 Vg E《(0，1)，A。 有 界 , 则 FF 距离 妃 是 R+ 上 的 凸 王 集 。 
证 ”由 距离 函数 f(x，y) 连 续 和 4 隶属 函数 p(x， y) 


连 绕 ， 则 yd* E R+， 存 在 (x*，y*)€R?， 使 得 
kp ld*)= 4 (x*, y*) 
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由 引 理 1, YaE 0, 1)， 有 D., = (A.)。 
由 k(x，》) 的 连续 和 4。 的 有 守 ， 则 4。 是 闭 集 ， 并 由 


上 式 可 知 D。 是 连续 闭 区 间 。 所 以 办 是 R+ 上 的 喇 卫 集 . 
性 质 2 在 性 质 1 的 条 件 下 ， 车 存在 (x*，y*) ER*， 使 
得 jp (x*，y*) 二 1， 则 D 是 R* 上 的 玉 数 。 


根据 F 数 的 定义 ， 结 论 是 显然 的 。 

在 实际 问题 中 ， 对 实测 量 可 以 有 -个 允许 的 误差 范围 ， 
并 且 这 个 范围 可 以 有 弹性 ， 因 此 可 以 定义 一 个 不 分 明 误 差 标 
准 集 ， 简 称 为 了 误差 标准 集 。 

定义 6.3.2 设 正 实数 c 是 容许 误差 , 正 实数 d 少 ec 是 最 
大 容许 误差 ， 则 R+ 上 的 了 集 Q 称 为 下 误差 标准 集 ， QO 的 
隶属 函数 规定 如 下 : 


| 0 入 4 和 cc， 
ee 
0 1 之 Q 


显 见 Q@ 是 R+ 上 的 开 数 ， 且 对 某 个 tt CR+，u_(1*) 值 


越 接近 于 1， 表示 对 误差 要 求 的 满意 程度 越 高 。 

设 41， 和 4,，…，44，, 是 在 R? 中 所 测 得 的 下 样本 点 , 其 
拟 合 直 线 设 为 1: y=ax+b。R+ 上 的 所 集 D1, DD:,, …, 
妨 , 分 别 是 这 1 个 F 样本 点 到 直线 1 的 下 距离 ， 则 我 们 希望 
直线 ! 的 选取 使 得 所 有 的 距离 如,， 卫 ,，…， 呈 , 都“ 较 
小 ”， 并 “ 较 小 ”到 所 要 求 的 范围 。 为 了 对 这 种 “ 较 小 ”进行 刻 
划 ， 我 们 先 引 进 尺 上 两 个 和 集 大 小 比较 的 数量 指标 。 

定义 6.3.3 设 以 ，NE.FH(R)， 由 扩张 原理 ，FF 集 敢 
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“小 于 "FP 集 V 的 数量 指标 规定 为 
"MN)= supmin(py(x), pr)). 
设 和 MM 入 都 是 四 F 集 ， 车 sup pu(x) = Hux*), 
sup Hn») = 4 AN 关 )， 则 
1) x Sy* WH, v (MSN)= min{k (x*), ky (yy*)}, 


ii) x*>y* 时, v(M<N)=hgt (MN N). 


i) x*<y" 11) WS 
图 6.3.1 v(MSN) 的 示意 图 
有 了 这 些 概念 之 后 ， 可 见 在 给 定 一 个 F 误 差 标准 Q 的 情 
况 下 ， 任 何 一 个 下 样本 点 4; 与 所 拟 合 直线 1 : y=ax+b 的 
。190 。 


F 距离 也;,， 可 用 
vi;=y(D'i< 0) 

来 表示 如 , 是 “ 较 小 ”到 满足 误差 标准 Q 的 可 信和 度 ， 

利用 可 信和 度 ， 可 以 定义 相关 系数 的 概念 。 

定义 6.3.4 设 2 个 F 样本 点 4 EF (R’), 它 
们 到 直线 1: y=ax+b 的 下 距离 分 别 为 DD,，…， D,.。. Q 
是 给 定 的 FF 误差 标准 集 ， 则 % 个 样本 点 41,4,,…，4， 
到 直线 [的 FF 相关 系数 定义 为 


双生 Da = Dapi< <Q). 


其 中 ),>0， > 4;=1，4; 雪 示 万 样本 点 4; 重要 性 的 


权 数 。 

显 见 0 和 Rs1。 

当 在 FF 误差 标准 Q 给 定 的 前 提 下 ，R 的 值 越 大 ， 则 用 
直线 1 : y= ax+8 来 线性 拟 合 已 样本 点 4!:，4，，…， 和 4， 
的 置信 和 度 越 高 。 由 于 在 QEZ(R:) 和 4441， 4A，:…， 和 A 分 ,EE 
F(R?) 给 定 的 前 提 下 ，F 相关 系数 R 的 值 取决 于 直线 1: 
y》=ax+b 的 系数 a 和 5b。 因 此 可 视 RR 为 a，4b 的 函数 。 记 为 

R= R(a, 2b). 


可 以 证 明 ， 在 pa， Ha,， 44 ,连续 时 ， 是 a， 5b 的 连 


续 秃 数 ( 证 明 见 原文 定理 1)。 
定义 6.3.5 设 只 是 相关 系数 , 则 互 线性 拟 合 相关 系数 
定义 为 
R*= Ra*r*, b*)= Sup Rla, b)。 
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此 时 ， 直 线 1* : y= a*x+b 定 义 为 误差 标准 外 的 要 求 
下 ,FF 样本 点 4:， 双 2:，…， 双 ,的 环 线性 拟 合 直线 。 

至 于 R*，a*，b* 的 计算 可 以 使 用 数值 计算 的 方法 。 例 
如 ， 从 实际 问题 出 发 ， 可 以 大 致 确定 a 和 b* 的 区 间 范 围 
[a， 4J 和 5b，5]， 然后 将 La，&] 和 [5，5] 分 别 等 分 为 内 


和 NN 份 ， 计算 每 一 个 节点 (ai， b;) 的 F 相关 系数 Rij;,(i= 
0，1，…， M; ; = 0， 1， ”9 AN) 。 比较 R;;, 使 RR， 取 


得 最 大 值 ， 则 对 应 有 近似 解 ; 


a Tai,, b* 守 bj ， R ~ Rl(ai,, bj )。 


在 测 得 n 个 下 样本 点 态 1!， 允 ,，…， 碌 ,以 后 ，R* 的 大 
小 由 玉 误 差 标 准 集 Q 所 确定， 误差 标准 越 高 ， 即 误差 范 转 
要 求 越 小 ， 则 R* 的 值 也 越 小 ; 反之 ， 则 R* 的 值 越 大 。 另 
一 方面 ， 在 忆 误差 标准 集 Q 给 定 后 ，R* = RCa*，b*) 值 的 
大 小 ， 反 中 了 了 线性 拟 合 直线 1* : y= arx+ b* 对 玉 样 本 点 
进行 拟 合 的 满意 程度 。R* 的 值 越 大 ，F 线性 拟 合 的 可 信 度 
越 高 ，R* 的 值 越 小 ， 则 FF 线性 拟 合 的 可 信和 度 越 低 。 因此 、 
R* 可 视 为 样本 点 季 线 性 拟 合 直线 之 间 的 相关 性 指标 、 
它 反映 了 线性 拟 合 的 满意 程度 , 即 可 信和 度 . 

有 了 R* 及 I*， 我 们 可 利用 它们 来 进行 预测 ， 对 任 给 的 
XEX， 值 颖 =a* 人 +b* 称 为 估计 值 。 由 于 斌 性 ，9 的 取 值 
应 有 一 个 误差 范围 ， 这 个 误差 范围 为 十 kz:(R*)， 则 y 的 取 
值 范围 为 


of 0 


(Y -uCR*), Yt CRY))。 
其 中 ps? 为 Q 的 隶属 函数 的 反 函 数 ， 并 规定 
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ps 《1) ,lim pa 《及 )。 

由 上 面 讨 论 可 知 ， 在 测 得 玉 样本 -点 4 4 "**, 2 
以 后 ， 对 FF 线性 拟 合 相关 系数 R* = (a*，6*) 的 求解 ， 得 到 
一 条 清晰 的 直线 1* : y=a*x+ b* 去 拟 合 下 样本 点 ， 并 且 这 
种 拟 合 的 可 信和 度 即 是 R*。 在 具体 计算 过 程 中 Q 的 选取 不 一 
定 用 线性 隶属 函数 ，R* = RC(a*，b*) 的 计算 也 可 以 用 其 它 更 
有 效 的 方法 ， 而 且 整 个 过 程 可 以 在 计算 机 上 完成 。 不 难看 
出 ， 此 法 可 拓 广 至 R" 中 下 样本 点 及 非 线性 拟 合 方面 。 
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第 七 章 
F 聚 类 分 析 


我 们 所 研究 所 接触 到 客观 世界 的 对 象 (我 们 称 之 为 样本 ) 
是 十 分 复杂 的 ， 但 是 人 们 总 是 希望 对 它们 却 以 条 理化 ， 从 而 
产生 一 个 基本 的 科学 问题 ， 如 何 将 这 些 对 象 加 以 分 类 。 换 凶 
话说 ， 对 于 给 定 的 2 个 对 象 及 其 属性 的 观测 ， 衫 据 内 在 的 特 
征 对 它们 进行 分 类 。 这 是 一 类 相当 广泛 的 课题 。 在 此 ， 我 们 
仅 讨 论 分 类 问题 的 一 个 侧面 ， 不 分 明 聚 类 分 析 。 

本 章 将 在 回顾 经 典 的 分 类 问题 的 基础 上 介绍 不 分 明 聚 类 
分 析 ， 并 给 出 一 定量 的 例题 。 学 会 这 种 方法 ， 将 有 助 于 解决 
实际 问题 。 


$1 经 典 的 聚 类 分 析 
在 数理 统计 中 把 按 一 定 要 求 和 规律 对 事物 进行 分 类 的 方 
法 叫做 聚 类 分 析 。 这 种 方法 由 于 应 用 十 分 广泛 ， 近 十 多 年 
来 发 展 很 快 。 
例如 ， 在 商业 部 门 中 ， 往 往 需 要 将 商店 按 其 经 销 的 商品 
分 成 若干 类 型 ， 如 食品 店 、 五 金 店 和 服装 店 等 等 。 又 如 ， 在 
生物 学 中 需要 将 动物 分 为 两 柏 类 、 扑 虫 类 等 等 。 这 种 庄 如 此 
类 的 将 样本 按 它 们 的 某 些 特性 进行 分 类 的 过 程 ， 我 们 称 为 聚 
类 分 析 。 
设 有 个 待 分 类 的 祥 本 x 1，x;,，…，x，。 记 其 集 为 
X={xi,x2s Xn} 
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每 个 样本 均 具有 S 种 特性 , 其 数量 化 指标 为 y1 ,ys，… ,ys， 
其 中 y ;表示 描述 样本 第 i 个 特性 的 数 ， 我 们 称 这 组 数 为 样 
本 的 5S 个 指标 。 用 x,; 表示 第 i 个 样本 的 第 i 个 指标 。 从 而 


得 到 各 种 指标 结果 列 于 表 1。 
表 ] 
指标 
> yi YY》2 3 ys 


从 表 中 可 见 样 本 x， 可 用 行 矩 阵 Cxiiyxis， … xis) 来 
表示 : Xi= (XilXi25XiS)。 

现在 的 问题 是 ， 根 据 上 述 的 观测 结果 ,对 样本 集 X 进 
行 一 个 划分 或 对 xy x:，…，xn 进 行 一 个 分 类 。 即 寻求 一 种 
方案 ， 将 XX 进行 一 次 划分 。 所 谓 划 分 ， 是 指 匀 上 的 非 空子 
集 类 G={Gj，G:,…，Gm}，m 夸 nn， 满足 


克 = U Co Ono (GE) 


并 称 Ci 为 X 的 一 个 类 。 

可 见 ， 一 个 聚 类 过 程 ， 就 是 寻求 一 种 方法 以 求 出 Co 
Gz，…，Gm。 要 找到 该 方法 ， 就 要 有 一 个 标准 ， 用 这 个 标 
准 来 衡量 样本 之 间 的 接近 或 相似 程度 ， 以 区 别 样本 ， 便 于 分 
类 。 最 简单 的 接近 程度 尺度 是 广义 距离 。 

样本 

Xi= Kins Xizg sy XiSY 
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和 


Xi= (X19 Xia 9 MIS) 
的 距离 用 di = xi 一 xi 来 表示 ， 并 规定 
di; = 人 > (zi 一 Xik)2， 

这 个 距离 综合 的 反映 了 两 样本 之 间 的 每 个 指标 间 差 异 的 
大 小 ， 一 般 称 其 为 欧 氏 距离 。 

例 7.1.1 设 抽 了 七 个 样品 ， 每 个 只 测 了 一 个 指标 ， 它 
们 是 1，2，5，7，9，10，11。 试 将 它们 聚 类 。 

解 ”为 了 将 这 七 个 样品 分 类 ， 自 然 考虑 它们 之 间 的 相互 
距离 。 位 距离 大 小 来 分 类 。 距 离 小 于 某 个 给 定 值 的 归 为 一 
类 ， 而 距离 大 的 分 于 不 同类 中 。 样 品 之 间 的 距离 列 于 表 2 中 . 

这 里 是 一 般 的 特例 ; n=7，S=1.。 


表 2 
dii| 1 2 5 7 9 10 11 
1 | 0 
2 1 0 
5 县 3 0 z 
7 6 5 2 0 
9 8 7 4 2 0 
10 9 8 5 3 1 0 
11 10 9 6 4 2 1 0 


由 表 可 匈 ， 最 短 距 离 为 1。 从 而 应 将 两 样品 间距 离 为 1 
的 样品 归 为 1 类 。 于 是 将 1 与 2 归 为 一 类 ，9。，10，11 分 为 
1 类， 得 四 类 ， 

{1, 2}, {5}, {7}, {9,，10,，11}.。 
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问题 并 未 完全 解决 ， 因为 这 里 是 按 上 距离 为 1 来 区 分 的 ， 
当 它 取 其 它 值 时 分 类 仍 可 进行 。 但 要 再 归 类 ， 就 要 涉及 类 与 
类 之 间 的 距离 概念 。 如 类 {1，2} 与 {9，10，11}) 之 间 的 距 高 
是 什么 ? 为 此 我 们 把 类 和 看 成 新 的 样本 ， 用 以 代替 该 类 中 原 有 
的 各 样本 ， 并 以 后 者 的 各 项 指标 的 平均 值 作 为 新 样本 的 该 项 
指标 。 如 类 {19，10，11} 看 成 新 样本 ， 其 指标 为 {10}， 辣 样 
11，2} 为 {1.5}。 于 是 类 {1，2} 与 类 {9，10，11} 之 间 的 距离 
为 8.5 。 如 此 对 于 类 {1，2}，{5}，{7}，{9，10 ，11} 可 算 
出 其 间距 离 ， 列 于 表 3 中 。 


囊 3 
{1, 2} {5} {7} {9, 10, 11} 
{1, 2} | 0 
{5} 3.5 0 
{7} 5.5 2 0 


{t9，10，11} 8.5 5 3 0 


由 表 可 见 ， 最 近 距 离 为 2。 从 而 可 将 5 与 7 归 为 一 类 ， 
{5，7}。 这 时 和 划 分 为 三 类 , 即 {1,2}，1{5,7}，{9,10,11}. 
重复 上 述 过 程 ， 类 {5,7} 与 类 {1，2} 及 {9，10，11} 之 间 
距离 分 别 为 4.5 及 4。 若 以 最 近 距 离 4 为 准 ， 则 划分 为 


两 类 ; 
t1，2}，{5，7，9，I10，11}， 


者 提高 距离 标准 ， 则 最 后 X 成 为 一 类 。 康 类 过 程 结束 。 

从 这 个 例子 可 以 看 出 育 类 分 析 的 一 个 大 体 轮 廓 。 但 要 实 
现 对 样本 的 分 类 ， 就 必须 建立 一 个 普遍 的 法 则 。 在 传统 的 来 
类 分 析 中 常 应 用 两 大 类 方法 ， 系 统 素 类 法 与 未 步 素 类 法 。 下 
面 我 位 扼要 的 介绍 这 两 种 方法 。 
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7.1.1 系统 浪 类 法 

该 方法 的 步骤 如 下 ， 

(17 计算 各 样本 间 的 距离 ， 将 距离 最 近 的 两 样本 归 为 一 
类 。 

(2) 把 拼 忒 的 类 看 咸 新 的 样本 ， 用 以 代替 该 类 中 的 所 有 
样本 ， 并 以 后 者 各 项 指标 的 平均 什 ， 作 为 新 祥 本 的 各 项 指 
标 。 

(3) 反复 进行 步骤 1° 与 2 *， 直 至 所 有 样本 都 归 为 一 类 . 

这 种 方法 的 具体 实施 已 在 例 7.1.1 中 指明 。 系 统 分 类 法 
的 优点 是 一 次 形成 分 类 ， 缺 点 是 计算 量 较 大 ， 

7.1.2 逐步 聚 类 法 

用 系统 聚 类 法 聚 类 ， 样 本 一 旦 划 到 某 个 类 以 后 就 不 变 
了 ， 这 要 求 分 类 的 方法 比较 准确 。 此 外 ， 由 于 它 的 计算 量 较 
大 ， 往 往 使 人 难以 胜任 。 因 些 ， 是 否 能 先 给 一 个 粗糙 的 初始 
分 类 ， 然 后 用 某 种 原则 进行 修改 ， 直 至 分 类 比较 合理 为 止 ， 
采用 这 种 思想 产生 的 聚 类 法 叫做 逐步 聚 类 法 或 动态 聚 类 法 。 
为 了 得 到 初始 分 类 ， 有 时 设法 选择 一 些 凝 聚 点 ( 聚 类 中 心 )， 
让 样本 按 某 种 原则 疝 凝 聚 点 聚 类 。 逐 步 分 类 法 大 体 可 用 如 下 
框图 来 表示 ， 


ER rm 
| 选 聚 类 中 心 ri 区 关 分 交 
斤 改 分 着 < 


框图 的 每 一 部 分 均 有 多 种 方法 ， 这 些 方法 按 框 图 组 合 就 会 得 
到 各 种 动态 聚 类 法 ( 详 见 [2]) 。 
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(1)》 选择 一 批 诊 类 中 心 。 所 谓 育 类 中 心 就 是 某 一 样本 的 
核心 , 它 可 能 并 不 是 住 何 一 个 样本 ,但 它 的 指标 却 反映 了 该 类 
的 特征 ， 因 而 可 以 看 成 是 某 一 类 的 标准 假想 样本 。 一 般 ， 它 
所 对 应 的 各 个 指标 是 该 类 样本 所 对 应 的 指标 的 平均 俏 。 

《2)》 我 们 将 样本 向 最 近 的 聚 类 中 心 聚 类 ， 从 而 将 样本 分 
类 。 

(3) 根据 分 类 结果 找 出 各 类 的 新 聚 类 中 心 ， 它 的 各 项 指 
标 即 为 该 类 所 有 样本 的 相应 指标 的 平均 值 。 然 后 计算 这 前 后 
两 组 聚 头 中 心 的 差异 ， 如 果 差 异 大 于 某 个 冰 值 ， 即 认为 分 类 
不 合理 。 

(4) 修改 分 类 ， 即 以 新 的 育 类 中 心 代替 有 阳 的 ， 我 们 反复 
进行 分 类 。 判 断 合 理性 和 修改 聚 类 中 心 ， 直 至 前 一 次 聚 类 中 
心 与 后 一 次 的 聚 类 中 心 的 差异 小 于 某 个 国 值 ， 即 认为 分 类 合 
理 ， 从 而 分 类 过 程 结束 .最 后 一 次 得 到 的 分 类 就 是 最 终 分 类 ， 

例 7.1.2 从 21 个 工厂 抽 了 同类 产品 ， 每 个 产品 测 了 
两 个 指标 。 和 欲 将 各 厂 的 质量 情况 进行 分 类 。 测 得 的 数据 如 下 
(已 作 了 适当 变换 )，; 


MB|123456789101112131415161718 19 2021 
xl|0022445667 -4~2-3-3-51 0 0 -1-1-3 
xXx,，|16553431210 3 2 20 2 1 -1-2-1-3-5 

这 里 样本 容量 n= 21， 而 S= 2。 我们 利用 系统 限 类 法 中 
最 短 距 离 法 分 类 ， 则 分 成 以 下 诸 类 ，{1，2，3，4，5，6j， 
{7, 8, 9, 10}, {11, 12, 13, 14, 15}, {17,18,19,20}, 
{16}，1{21}。 
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其 次 用 逐步 聚 类 法 求解 。 

(1) 选取 聚 类 中 心 。 我 们 按 某 种 方法 或 人 为 的 选取 。 这 
里 取 x 8， X17 Xe 三 个 聚 类 中 心 。 

(2) 初始 分 类 .样本 之 间 采用 欧 氏 距离 dir =jlx; -xi 
样本 按 最 小 距离 归 类 。 不 难 算得 样本 分 为 三 类 (类 内 数字 i 下 
示 样 本 x;)， , 

G'={ 4» 5 6 7 8, 9, 10}, 

GI= {2, 11, 12, 13, 14,，15}, 

G={16, 17, 18, 19,20,，21}, 
由 于 di,6=di,1s= V25, 故 xi 暂 不 归 类 。 

(3) 修改 分 类 。 以 各 类 重心 作为 新 的 聚 类 中 心 。 重 心 定 

义 为 样本 均值 。 因 此 三 个 类 重心 为 
GY: (4.5, 2.375), 
Ci (一 2.83，2.33)， 
3 (--0.67，-- 1.83) 
它们 不 同 于 原来 聚 类 中 心 xe = (《，3)，xis= (一 3，2), X17 
= (0， 一 1)。 故 将 重心 看 成 新 的 良 类 中 心 ， 将 样本 重新 归 
类 ， 分 类 结果 为 
Gi!={3, 4, 5, 6, 7,，8,，9, 10}, 
O11 2 Tl .1 13 14. 1415 
Gi= {16,，17,，18，19，20，21}。 
重新 计算 三 个 类 的 重心 ， 
Gi: (4.5, 2.375), 
i: (— 2.43,，2.86)，, 
43，( 一 0.67， 一 1.83) 。 
其 中 G3 与 Gi 的 重心 不 同 ， 故 以 G1，G;，Gi 的 重心 作为 
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新 的 聚 类 中 心 ， 重 新 分 类 。 分 类 结果 同 Ci, Gi, Gi! 。 因此 
Gi，Gi，G3 是 最 终 分 类 ， 

从 以 上 步骤 和 例子 看 出 ， 在 每 一 步骤 中 亡 使 用 的 方法 是 
多 种 多 样 的 ， 因 而 聚 类 结果 也 可 能 不 同 。 另 外 ， 由 此 也 产生 
一 个 问题 ， 是 否 有 一 个 最 佳 的 方案 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 但 我 
们 的 目的 是 探讨 不 分 明 聚 类 分 析 ， 因 而 不 再 深究 。 


$ 2 ”利用 不 分 明 关 系 的 聚 类 法 


众所周知 ， 当 两 组 事物 之 间 的 关系 不 宜 用 “有 ”或 “无 ” 作 
肯定 或 否定 的 回答 时 ， 可 以 考虑 用 不 分 明 关 系 来 加 以 描述 。 
其 中 的 不 分 明 等 价 关 系 却 可 以 用 来 作为 不 分 明 聚 类 的 依据 。 

7.2.1 不 分 明 关系 

集合 X 到 集合 了 中 的 一 个 不 分 明 关 系 BR， 是 直 积 空间 
XxY 中 的 一 个 不 分 明子 集合 。 集 合 和 到 集合 和 中 的 不 分 
明 关 系 ， 称 为 集合 和 X 上 的 不 分 明 关系 。 

一 般 说 来 ， 只 要 给 出 直 积 空间 XxY 中 的 不 分 明 集 合 叉 
的 隶属 函数 un(x，y)， 集 合 X 到 集合 了 的 不 分 明 关系 驴 
就 确定 了 。 

正如 通常 的 关系 可 用 矩阵 来 表示 一 样 ， 不 分 明 关 系 可 用 
不 分 明 短 阵 来 表示 。 注 意 ， 这 里 涉及 的 集合 都 是 有 限 集 。 
ha《x，) 表 示 集 合 X 中 的 x 和 集合 了 中 的 y 从 属于 FF 关系 
为 的 程度 。 

例 7.2.1 某 家 庭 中 子女 与 父母 外 貌 的 相似 关系 妨 为 一 
不 分 明 关 系 ， 可 表示 为 
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及 | 父 母 


子 | 0.9 0.2 
女 | 0.1 0.7 
亦 可 用 和 抢 阵 来 表示 ， 邵 
_(0.9 | 
~ bol 0.7 忆 


其 中 LR《 父 ， 子 ) = 0.9, KR( 父 ， 女 )=0.1, 
AR( 母 ， 二)》=0.,9, kr( 母 ， 光大 075 


一 般 ， 若 和 ={xzi xs， … MX 和 了 ={yi ya pm， 
ys} 均 为 有 限 集 。XxY 中 的 下 关系 可 表 为 如 下 的 请 矩阵 : 
i ss Lex1, ya2)，…， Ha(x1, ys) 
KR(Xx2» Y1), HR(X2, Y2), **, HR(xs, Ys) 


HR(Xn, y 1)， HR(Xs, y2)， ”” “9 ARCXn， ys) 


或 简 记 为 R= Lg; ; J.]， 即 
Hi: 到 2 Kis 
R= H2!1 Hs “*"" 
Hn;y} Hn2 “** Hns 


Ou jl, 1=1, 2， ,1 
= Ly 2 yD 
它 是 一 个 n 行 5 列 矩 阵 . 
F 和 矩阵 虽然 在 形式 上 和 和 矩阵 (元 素 值 在 0 与 1 之 间 ) 一 
致 ， 但 其 含义 不 同 ， 且 其 间 运 算 关 系 不 同 。 下 面 复习 一 下 
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矩阵 闻 的 运算 关系 及 复合 ， 
定义 7.2.1 设 4=[a;;]， 如 = [0; 门 为 两 个 五 矩阵 ， 
则 称 
[ci;j= [max(ai;, bi;)]= [aiiVpbii]， 
[ci;j=[min(aijy, bi1;)]= [Laij;AN\bi;, 
[ci;1=[1-a.;j, 


[ci;j= Lmaxmin(a,r, br;)J =|V (ai 人 bj 


分 别 为 4 与 的 并 、 交 、4 的 道 及 复合 ， 并 且 相应 记 为 C 
=4YB, C=ANB, C= 4A 及 C= 4.。B. 


例 7.2.2 若 有 

0.8 0.5， 0.5 0.3 
so ej, ls 

0.3 0.723? 0.4 0.8 

则 

0.8 0.5 0.5 0.3 

下 二 六 nt | | 

0.3 0.7， .0.4 0.8 


_f0.8V0.5 0.5V0.3 | [0.8 0.5 
0.3V0.4 0.7V0.8， 0 ， 

Ve AAS 本 

0.3 人 0.4 0.7 人 0.8 0.3 0.7 

「1-0.8 人 | 

UL1-0.3 1-0.7)1 10.7 0.3j， 

0.5、 i 0.3 

0.3 0.7- 0.4 0.8} 

(0.8 人 0.5)V(0.5 人 0.4),(0.8 人 0.3)V(0.5 人 0.8) 

(0,3N0.5)V 60.7A0.4), (0.3A0.8) VC0.7A0.8) 
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4 。 万 = 


"ww 


0.5 0.5 
patel 

一 般 4。B*B。:1. 

定义 7.2.2 设 咏 是 上 的 一 个 关系 B= [4 门 。 
如 果 它 满足 

(1) 自 返 性 hi;=1，i=1，2，'*，n。 

(2) 对 称 性 ，pii = Ai 二] 1 7=1，2，…，7。 
则 称 如 为 不 分 明 相 容 关 系 。 若 如 再 满足 

(3) 传递 性 ， 弟 。 疙 三 总 ， 
则 称 总 为 已 等 价 关系 。 

在 定义 中 ， 条 件 (1) 说 明 如 阵 中 对 角 线 上 元 素 皆 为 1。 
即 每 个 元 素 xE 开 与 自身 从 属于 已 关系 总 的 程度 为 1 。 例 
如 ， 相 象 关 系 就 具有 自 返 性 ， 而 仇 履 关系 就 不 具有 自 返 性 ， 
条 件 (2) 指 明 x; 与 x; EX 从 属于 总 的 程度 和 xi 与 xi 隶属 
于 妨 的 程度 一 样 。 例 如 ， 相 象 关 系 就 具有 对 称 性 ， 而 相爱 
关系 就 不 具有 对 称 性 3 条件 (3) 是 说 ,对 任意 的 X 中 样本 xi 
X 六 有 


UR(Xis Xa) min Lur(xi, Xj), HR(Xj;, Xk)] 


妈 x; 与 xX。 隶属 于 五 的 程度 不 小 于 xXx; 与 xi 隶属 于 总 的 程度 
与 x; 和 xs 素 属于 呈 的 程度 中 较 小 的 那 一 个 。 例如 ，“ 小 得 
多 ”关系 具有 传递 性 而 相 象 关系 哎 不 具有 传递 性 。 

例 7.2.3 对 五 个 工厂 同类 产品 的 四 个 指标 进行 测量 ， 
得 到 如 下 结果 : 


1: (5, 9, 3， 2); EH: (2, 3， 4， Sy 
HH: 《5, 5， 2 3); N: (1, 5， 3， 1); 


* 204。 


V: (2，4，5，1)。 
并 以 某 种 方式 得 到 其 间 的 相似 关系 只 阵 : 
1 0.81 0.98 0.89 0.87 
0.811 0.79 0.79 0.21 
R=|0.98 0.79 1 0.83 0.79 
0.89 0.79 0.83 1 0.93 
0.87 0.21 0.79 0.93 1 
由 于 有 R& 中 对 角 线 上 元 素 全 为 1， 所 以 具有 自 返 性 ， 其 次 显然 : 
BR 也 具有 对 称 性 。 所 以 有 是 一 个 相 容 关系 。 但 是 总 却 不 具 
有 传递 性 ， 事 实 上， 
1 0.81 0.98 0.89 0.89 
0.8! 1 0.81 0.81 0.81 
RoR=|0.98 0.81 1 0.89 0.87 
0.89 0.81 0.89 1 0.93 
0.89 0.81 0.87 0.93 1 


显然 ， 太 。 尼 生 妨 ， 因 此 及 不 是 一 个 不 分 明 等 价 关 系 ， 

是 人 否 一 个 不 分 明 相 容 关 系 可 以 改造 为 一 个 已 等 价 关 系 
呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 。 

定义 7.2.3 行 总 是 集合 X 上 的 不 分 明 关 系 , 我们 称 

BR"=R。 RB...R 

为 集 从 XX 上 萎 的 nn 级 FF 关系 或 尺 的 nn 次 具 。 其 中 为 任 一 
正 整数 。 

定理 7.2.1 设 具 是 集合 X 上 的 一 个 下 相 容 关系 ， 则 

lim £&" = R” 


-0 
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必 存 在 ， 且 是 一 个 等 价 关 系 。 
证 设 &B= (1;;)， 因 pii= 1， 故 pii 人 AD =Kij， 2 
是 Ai 和 VON =( 玉 。 吕 ) ;;， 对 一 切 1，7 成 立 。 
Ah=1 
从 而 BR:= BB。 RE. 
同 理 可 知 ，R<EB:<BR’<…<h"<…<E, 


从 而 得 到 “具有 传递 性 ， 加 上 所 设 条 件 可 知 ”为 一 了 等 
价 关系 。 

定理 7.2.2 若 只 是 2xz 阶 反 身 、 对 称 不 分 明和 矩阵 ， 
则 存在 &， 使 

RNR*= Lk", 

证 太 由 至 多 个 数组 成 ，k& 的 任何 次 窒 都 由 其 中 一 
部 分 数组 成 ,由 nn? 个 数组 成 的 nxn 阶 矩阵 至 多 有 (Cn:)” 个。 
故 当 k(n')"” 时 ， 在 {R"}(m 之 有 ) 中 至 少 有 两 个 相同 。 又 
因 及 和 过 只 2 生 … 么 郧 "过 … 乏 BEB， 故 若 员 ' = 妨 i，(i 之 门 , 则 对 
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任意 的 1 三 ! 此 有 总 := Bi'。 
1974 年 Dunn 证 明了 1 , 存在 R 委 ”使 R* = RR 成立。 
据 此 ， 取 总 的 二 次 宪 的 方法 ， 若 在 
RB, RB’, RB, 
中 某 一 步 有 
R*= Rs=R* 


AT 


则 起 * 便 是 一 个 等 价 关系 。 如 此 一 来 ， 就 将 为 改 造 为 一 个 
下 等 价 窍 阵 。 一 般 所 需要 的 步 数 三 1gn/1g2. 
例 7.2.4 继续 例 7.2.3 ,改造 及 为 一 个 下 等 价 关 系 ， 
因为 
-1 0.81 0.98 0.89 0.89 
0.81 1 0.81 0.81 0.81 
RiR?=BRt= ,0.98 0.81 1 0.89 0.89 
0.89 0.81 0.89 1 0.93 
\0.89 0.81 0.89 0.93 1 


且 太 ?= 民有 R= 及 t。 故 尺 ‘= "是 一 个 F 等 价 关系 。 
7.2.2 利用 五 等 价 关 系 进行 分 类 

奉 在 样本 集 卫 ={xi,x:，…,xr} 中 样本 闻 已 建立 起 一 个 FF 
等 价 关 系 Rs =[Lki;], 那么 就 可 以 根据 Aii 的 大 小 分 类 . 

定义 7.2.4 对 关中 任意 两 个 样本 x;,x;， 若 

pii = HR(Xis Xj) 

其 中 4E[0,13 为 一 定数 ， 则 x*; 与 x; 属于 同一 类 ， 否 则 不 
属于 同一 类 。 

说 值 4 的 选取 将 根据 实际 需要 而 定 , 归 类 过 程 是 唯一 的 。 

例 7.2.5 试 将 例 7.2.3 的 X={IT，I, 开 , 丈 ,V 进行 分 
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解 ” 因 为 有 & 是 一 个 F 等 价 关 系 , 故 利 用 恕 4 进行 分 类 . 
取 4=1 时 。X 被 分 成 五 类 : 
{IT},{I},{H},{N},{V}. 
即 每 个 样本 自 成 一 类 。 
各 取 4= 0.90， 则 XX 被 分 成 三 类 ， 
{I,R},{I},{N,V}. 

奉 取 4= 0.85， 则 六 被 分 为 两 类 ， 

{IT ,HH, WN,V},{} 

若 取 4= 0.80， 则 关 被 分 为 一 类 ， 即 

{1,1H,H,N,V}. 

由 例 可 见 ，4 取 值 不 同 可 得 不 同 的 结论 。 从 而 在 分 类 过 
程 中 恰当 调整 4 值 以 得 到 合适 的 分 类 。 

整个 过 程 的 大 体 步 骤 可 概括 如 下 : 

(1) 按照 待 聚 类 样本 的 特征 建立 一 个 样本 间 的 下 相 容 
关系 。 对 多 指标 的 样本 往往 先 将 各 指标 数量 化 ， 并 将 它们 进 
行 适当 的 规格 化 处 理 ， 然 后 用 某 种 方法 来 建立 各 样本 间 的 下 
关系 。 这 样 得 到 的 关系 是 相 容 关系 总 。 

(2) 通过 合成 (复合 ) 运 算 ， 求 得 对 应 的 FF 等 价 关系 B*. 

(3) 了 到 不 同 的 4 值得 到 不 同 的 分 类 结果 ， 再 根据 实际 需 
要 选择 合理 的 分 类 。 

如 有 果 我 们 引进 Ri 年 阵 ， 则 分 类 将 变 得 更 为 清晰 。 

定义 7.2.2 对 任意 的 46E[0,1], 和 矩阵 Ri = [4;;], 其 中 

1， 当 Li; 之 4 
| 0， 当 pi <4 
称 尺 ;为 玉 =[C4ii] 的 4 截 矩阵 。 
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例 7.2.6 和 若 
1 0.4 0.6 0.9 
0.4 1 0.7 0.5 
0.6 0.7 1 0.3 
0.9 0.5 0.3 1 


如 = 


则 取 4= 0.6，0.3 时 的 4 截 矩 阵 R; 为 ， 


-rl 0 1 1 
011 0 | 
| 
加 和 和 
0 
R,.s= 站 | 
EE 
本 


在 Ri 中， 我 们 约定 若 第 i 列 与 第 7 列 完全 一 样 ， 则 认 
为 样本 xx; 与 x; 归 为 一 类 。 如 此 ， 当 4 值 由 1 下 降 至 0 时 ， 
整个 分 类 过 程 结 束 。 

例 7.2.7 设 X={xiyxa*xsyxe+ 上 的 等 价 关 系 如 为 


“1 0.4 0.9 0.6~ 
10.4 1 0.40.4 
0.9 0.4 me 
~0.6 0.4 0.6 1- 


R= 


当 4 取 值 为 1,0.8,0,6,0.4 时， 有 
。209 。 


1000- 

R - CE X 被 分 为 四 类 : 

外 0010 {xi}, {x },{xa}, {Xa}. 

-0001/ 

/1010- 

ee 1 0 0 | 久 被 分 为 三 类 ， 

- :1010 : {xisxs}, {Xe}, {Xa} 
a 
:1011. 

R= 0 1000; X 被 分 为 两 类 ， 

一 1011. {xi,xs,Xx4},{x2}. 
“141011 
‘1 0 

oe | | X 为 一 类 ，{x1 5x2 ,xX3 ,X46} 
1111| 案 类 过 程 结束 、 
SM I 


7.2.3 关于 建立 相似 关系 的 一 点 说 明 

聚 类 分 析 在 多 元 统计 分 析 中 所 处 的 地 位 是 相当 重要 的 ， 
由 于 它 能 够 解决 许多 实际 问题 而 受到 重视 。 和 多 元 分 析 中 其 
它 方法 相 比 ， 它 显得 粗糙 ， 理 论 上 很 不 完善 .但 正 是 这 一 点 ， 
说 明 它 有 着 广阔 的 前 景 。 

聚 类 分 析 的 中 心思 想 是 要 找 出 相似 关系 ， 依 此 相似 关系 
为 准则 将 变量 或 样品 分 类 。 目 前 常用 的 相似 关系 ， 在 样品 之 
闻 有 相似 系数 和 距离 的 各 种 定义 ， 如 明 考 斯 基 距 离 、 切 比 雪 
夫 距 离 、 马 氏 距 离 、 兰 氏 距 离 以 及 对 有 序 尺度 和 和 名义 尺 度 所 
定义 的 距离 等 等 。 在 变量 之 间 分 类 的 相似 系数 ,有 夹 角 余 引 、 
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相关 系数 、 指 数 相似 系数 、 非 参数 相似 系数 、 列 联系 统 、 连 
关系 数 等 等 ( 详 见 [31])。 有 了 相似 关系 ， 率 类 就 不 困难 了 . 

对 于 FF 这 类 分 析 ， 也 有 类 似 的 情形 . 目前 已 有 不 少 文章 
出 现 ， 使 用 各 种 相似 系数 构成 不 分 明和 矩阵 进行 聚 类 。 常 见 的 
有 数量 积 、 相 关系 数 、 最 大 最 小 方法 、 算 术 平 均 最 小 方法 、 
几何 平均 最 小 方法 、 绝 对 值 倒数 法 及 主观 评定 法 等 . 

如 在 文 [44J 中 利用 数量 积 法 就 啤酒 大 麦 育种 问题 进行 探 
讨 ， 取 得 良好 的 效益 。 被 分 类 对 象 的 全 体 样 本 集 为 x= {xi， 
X10}， 其 x;i，i1=1,2,…,10， 为 一 个 样本 ，x; = {x;1， 
… Xi 表示 第 :个 品种 在 m 个 不 同 地 点 的 千 粒 重 , 是 指标 
集 。 而 xix(R= 1,…,m) 表 示 第 i 个 品种 在 第 个 地 点 的 千 
粒 重 。 因 此 取得 50 个 原始 数据 ， 


NikyS i=1,..,103R=1,.,5; m= 5,。, 


它 是 进行 分 类 的 主要 依据 。 
引进 数量 积 以 建立 不 分 明和 矩阵 民 = (4; ;)， 
1 34 1 = 1， 


Ai 二 | [Sm ij (m= 5) 
- KkK=1 


其 中 MM = 100000， 将 原始 数据 代入 &ii， 得 不 分 明和 托 阵 R， 
由 于 叱 不 是 不 分 明 等 价 关 系 ， 进 行 改造 ， 得 RR? = BR 和, 从 而 
”= kB?。 对 于 给 定 的 1(0 志 4 志 1) 即 可 进行 分 类 ， 

对 样品 聚 类 的 相似 系数 ， 不 限于 度量 尺度 。 对 于 特征 尺 
度 指标 亦 可 作为 相似 系数 。 文 [45] 中 介绍 了 一 种 对 不 同 零 件 
按 其 几何 和 工艺 特征 进行 分 类 的 方法 ， 并 提出 加 权 聚 类 法 。 
现 简 要 介绍 如 下 : 
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零件 的 相似 性 是 指 零件 所 具有 的 各 种 特征 的 相似 。 每 种 
零件 都 具有 多 种 特征 ， 正 是 这 些 特征 的 组 合 ， 才 构成 区 别 于 
其 它 种 零件 的 一 个 零件 种 。 然 而 ， 许 多 零件 的 某 些 特征 又 可 
能 相似 或 相同 ， 这 些 相似 或 相同 的 特征 ， 就 构成 了 零件 之 间 
的 相似 性 。 一 般 零 件 特征 包括 几何 和 工艺 特征 。 设 有 m 个 待 
这 些 特征 数量 化 ， 于 是 每 个 零件 就 对 应 着 一 组 描述 它 的 各 种 
特征 的 一 组 数 ， 1 YYQ。 于 是 得 到 数据 

Ki1= (XisXtss "so Xt0)y 
t=1,…,m; 0 为 一 定数 。 

在 此 ， 为 了 便于 分 析 和 使 用 计算 机 ， 用 8x9 二 维和 矩阵 
表示 零件 特征 ， 即 O = 72， 且 将 零件 分 为 两 类 。 于 是 ， 该 二 
维 矩 阵 中 元 素 x;; 要 么 是 1 要 么 是 0， 即 该 零件 有 此 特征 与 
无 此 特征 ， 从 而 得 二 进 制 特征 描述 的 二 维和 矩阵 。 

零件 X, 与 Xi 之 间 的 近似 程度 ， 使 用 广义 严 角 余弦 这 
个 量 来 刻 划 ， 


| XK.,X;)| 


( 8 
N00 
el 


COSQ= 


其 中 (X,,，X;)=XiiXj1+ Xi2Xj2 十 ‘XiQXiQ 


x -Se [x -Se 


通过 原始 数据 x;; 可 算出 cos we， 以 ii 记 之 。 从 而 得 不 分 
明和 矩阵 及。 剩 下 的 分 类 办 法 与 前 面 记 述 相同 。 

在 分 类 时 我 们 考虑 到 突出 对 划分 零件 族 影 响 较 大 的 特 
征 ， 并 用 它 作为 分 类 的 主要 依据 ， 从 而 引入 加 权 法 构成 和 矩 
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阵 B+. : : 
设 X* 为 零件 具有 某 些 方面 特征 的 向 量 ，X* = (x$,，…， 
x*1),(1<Q)， 是 由 X 的 一 部 分 分 量 组 成 的 子 向 量 . 那么 两 
两 对 应 子 向 量 的 加 权 相 似 系 数 地; 定义 为 ， 

ee CR 

1 x? Mx 


其 中 (x4,x?)= > W(R) rx) 
由 一 1 


[XH = Sweprs ? 
真一】 

W(kR) Ck=1,…,1) 是 加 于 第 个 特征 的 权 数 ， 且 
1 < 
7 之 到 (入 = 

以 r?; 为 短 阵 元 素 ， 就 得 到 不 分 明和 矩阵 总 *。 

通过 以 上 的 介绍 可 以 看 到 育 类 分 析 的 主要 步骤 应 是 定义 
相似 系数 ， 构 造 不 分 明和 矩阵 ， 并 使 之 成 为 一 个 不 分 明 等 价 关 
系 。 根据 实际 问题 的 要 求 选 定 阐 值 14。 从 而 由 R; 即 可 分 类 . 
最 后 结合 实际 对 分 类 予以 分 析 说 明 ， 

相似 系数 的 定义 ， 有 许多 种 ， 要 根据 实际 问题 选用 或 由 
实际 情形 加 以 定义 。 在 这 方面 的 文章 较 多 ， 读 者 不 难 从 模糊 
数学 中 找到 。 而 关于 经 典 聚 类 分 析 方 面 的 相似 系数 等 方面 的 
汇总 ， 可 在 文 [37] 中 找到。 


33 软 划 分 


本 节 我 们 介绍 另外 一 种 五 聚 类 方法 : 软 划 法 分 . 它 与 常规 
的 逐步 聚 类 法 有 类 似 之 处 。 为 了 叙述 方便 ， 我 们 先 介绍 常规 
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分 类 的 情况 ， 也 称 之 为 硬 划 分 。 
不 论 是 硬 划 分 还 是 软 划 分 都 要 求 事先 确定 好 被 分 类 的 样 
本 应 该 分 成 几 类 。 以 下 均 假 定 需 要 样本 集 X 分 为 C 类 ， 
7.3.1 硬 划分 z 
设 待 分 类 的 样本 集合 为 
XK= {x Xs Xs 
每 个 样本 x;(i=1,2,…,n) 有 :个 指标 . 于 是 每 个 样本 x; 可 
写成 行 矩阵 
Xi 三 (XiloXi2 Xiy)。 
现在 我 们 要 把 样本 集合 X 中 的 样本 分 为 C 类 :， Ci，C:y 
…,G.， 则 对 应 每 一 种 分 法 ， 可 用 一 个 C 行 n 列 ， 内 中 元 素 
均 为 0 或 1 的 矩阵 来 表示 。 例 如 下 列 盾 阵 U 就 表示 一 种 分 
类 . 


pp 壤 1 XN 3 电量 下 Xr 


”~ 0 0 3 Ci 
| 荆 0 0 0 C。 
六 二 
“= 0 1 0 0 | G， 


加 0 0 2 Cr 。 

矩阵 过 中 第 一 列 中 的 第 二 个 元 素 为 1， 其 余 均 为 0， 就 表示 
样本 x, 属于 第 二 类 G,。 同 样 第 二 列 中 的 第 三 个 元 素 为 b 
其 余 均 为 0%， 就 表示 样本 x; 属于 第 三 类 G:， 等 等 。 

一 般 说 来 ， 帮 = [ui;] 为 一 1 列 c 行 的 矩阵 。 且 满 足 

(1) zi =0 或 1 ?=1,2，…c3 7 = 二 1,2,. ,nN。 

(2) wj; tuzjpt tucj=1, 7=1,*",n. 

(3) wiituizst tuin>0, 1=1,2,.",C。 
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在 约定 
0 表示 Xx， a CO 
ee 


1 表示 Xi EGie 
的 情况 下 ，U 矩阵 对 应 一 种 分 类 。 显 然 ， 给 出 一 种 分 类 就 可 
以 得 到 一 个 对 应 的 年 阵 避 。 
条 件 (2) 说 明 第 7 个 样本 x; 只 能 属于 其 中 的 一 类 ， 而 不 
能 间 时 属于 两 类 以 上 。 条 件 (3) 说 明 每 一 类 均 非 空 。 
例 7.3.1 X={xiyxy…xer+， c=3， 和 矩阵 
1001003 
U= 00001 | 
011001 
对 应 的 分 类 是 
Ci {x Xs} 
G2; {xs}, 
Gs} {x2 X35sX6}. 


而 算 阵 
‘011000" 


U= 000101| 
-100010) 
对 应 的 分 类 是 
Gs {xssxs}, 
C>: {Xs Xo} 
Gs: {x1sXs}. 
2 个 样本 分 到 c 个 类 中 只 有 有 限 种 分 法 。 因 而 ， 它 就 对 
应 有 限 个 分 类 矩阵。 这 些 矩 阵 的 全 体 所 构成 的 集合 ， 我 们 称 
为 划分 空间 。 为 了 求 得 最 佳 分 类 ， 婚 需要 在 划分 空间 中 挑 出 
最 佳 的 分 类 矩阵 来 。 但 是 怎样 才 算 最 佳 呢 ?这 需要 给 出 一 个 
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首先 ， 我 们 对 每 一 类 选取 一 个 核心 ， 称 之 为 聚 类 中 心 。 
第 ) 类 Gi 的 聚 类 中 心 记 为 了 
ii =(71y2i2 9) 6), (7.3.1) 


人 
> 


11 


人 ， R=1,2,..,s C70352) 


?1 一 1 


而 


它 的 实际 含义 是 对 应 的 各 个 指标 为 该 类 样本 所 对 应 的 指标 的 
平均 值 . 

其 次 ， 考 虑 到 若 分 类 最 佳 ， 那 么 每 一 类 中 的 所 有 样本 与 
该 类 的 聚 类 中 心 的 距离 平方 的 和 应 该 最 小 。 即 


1U = Se (7.3.3) 


达 最 小 值 。 

这 残 是 最 佳 分 类 的 分 类 标准 ， 

怎样 得 到 最 佳 分 类 呢 ? 我 们 只 好 把 所 有 可 能 的 分 类 计算 
其 JU ,V), 选 其 最 小 者 为 之 ,但 是 这 种 办 法 实际 上 是 难以 实 
现 的 。 目前， 可 用 PFS 案 类 法 予以 实现 ( 匈 第 四 节 ). 

7.3.2 软 划 分 (F 划分 ) 

在 FF 领域 内 ， 样 本 的 分 类 并 不 是 那么 经 渭 分 明 的 ， 而 是 
一 个 样本 以 某 一 隶属 度 从 属于 某 一 类 ， 又 以 另 一 个 隶属 度 从 
辕 于 男 一 类 。 这 样 ， 样 本 就 不 是 明确 地 属于 或 不 属于 某 一 
类 。 从 而 ， 此 时 已 无 明确 的 类 内 、 类 间 的 概念 .。 

例如 ， 样 本 集 义 = {x1 ,Xx2 ,xs ,Xs,Xs} 要 分 为 三 类 ， 我 们 
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可 以 用 矩阵 


wkL=| 0.7 0.05 0.5 0.1 0.2 
ve 0.15 0.2 0.7 0.8 
来 表示 如 下 的 软 分 类 ， 

Gy={0. /Rr O03/X29 O073/x3s 0.2/%4h 

Qs,= {0,.7/x1, 0.05/xs, 0.5/xs, 0.1/x4,0.2/x6}, 

Gs={0,2/x1,0.15/x2,0.2/xs,0.7/x4,0.8/x5}。 

每 一 类 是 和 上 上 的 一 个 忆 子 集合 。 划 分 矩阵 不同, 所 得 
分 类 不 同 ， 从 而 对 应 着 的 五 子 集合 也 不 同 . 这 种 矩阵 4 称 为 
软 划分 定 阵 ， 其 对 应 的 分 类 法 称 为 软 划 分 法 ， 

一 般 来 说 ， 若 要 将 样本 集 和 = {x1,…xs} 分 为 c 类 ， 则 
其 软 划 分 矩阵 & 是 一 个 < 行列 算 阵 4: 


X1 Xo ere bp 


-0.1 0.8 0.3 0.2 0 | 


Hirt HI: Hin | &i 
UH=! 2l Hrs Hsnr C， 
R 请 ] - 


pe Hes … her Ce 
它 应 上 共有 如 下 性 质 ， 
(1) 0ss Ai is 和 1， 1 二 1, 2 CC 1 三 1,2，…… 7， 


(2) py 1， 7? 于 2 
4 一 


(3) Si 0 1 = ls29 Ce 


这 里 1 ; 表示 样本 x; 从 属于 类 Q; 的 隶属 程度 。 而 (2》 
表示 每 一 个 样本 属于 各 类 的 总 隶属 度 为 1，(3) 指 明 每 个 不 分 
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明 类 非 空 。 了 

显然 上 划分 矩阵 不 是 唯一 的 ， 它 有 无 穷 多 个 。 从 而 使 我 
们 考虑 在 如 此 众多 的 软 划 分 和 矩阵 中 是 否 存 在 一 个 最 佳 的 软 划 
分 矩阵 ， 即 是 否 存 在 一 个 最 佳 的 分 类 呢 ? 

为 了 解决 这 一 问题 ， 我 们 仿照 硬 划 分 的 办 法 ， 选 择 率 类 
中 心 了 ;,。 衡 量 的 标准 仍然 是 样本 与 聚 类 中 心 的 距离 的 平方 
和 最 小 。 但 是 在 软 划 分 的 情况 下 ， -个 样本 是 按 不 同 的 隶属 
程度 属于 各 类 的 ， 因 此 ， 应 该 同时 考虑 它 与 每 一 类 的 聚 类 中 
心 的 距 离 : 


ix 一 了 (7.3.4) 


表示 了 样本 x; 与 各 个 聚 类 中 心 了 ; 的 带 权 距 离 平方 和 ， 权 就 
是 x, 属于 ; 的 隶属 程度 。 而 总 的 带 权 距离 平方 和 为 


J (usV) = S > xi 一 有 人 


为 了 加 强 x; 属于 各 类 的 隶属 度 的 对 比 度 ， 在 上 式 中 再 


a (= > > > ?x — Vl. 
现在 的 问题 是 要 得 到 最 佳 软 划分 ， 要 求 得 适当 的 软 划分 
矩阵 与 聚 类 中 心 。 时 在 1973 年 Bezdek 提出 的 此 法 中 已 证 
明了 


了 = 和 二 上 一 一 一 9 ? 二 ly 2 se CF. 


Rik a i=1,2,'"",c; (7.3.6) 
(adik 
>,(4*) 1 = 2 7; 
j=1 


其 中 ge Vi Sr -ri | 


ee i=1,2,",C。 

为 了 求 出 V, 及 p;。， 使 用 反复 迭代 法 ， 具 体 计算 步 又 
如 下 ， 

(1) 人 为 地 先 给 出 一 个 初始 划分 矩阵 &o， 即 人 为 的 先 
将 样本 集 X = {xi，…,xn} 进 行 一 次 分 类 。 它 可 以 是 硬 划 分 也 
可 以 是 软 划分 。 

(2) 根据 wp 和 FT; 的 计算 公式 求 出 六 ;.。 

(3) 由 了 和,; 的 公式 算出 诸 4;;， 得 新 的 划分 从 阵 
ui; Hi= (ki;). 

(4) 对 于 给 定 的 小 数 e， 若 max{ lk;; 一 Ai 小 于 有 
则 计算 停止 。 所 得 到 的 4 与; 即 为 所 求 最 佳 软 划 分 的 划分 
知 阵 和 聚 类 中 心 。 否 则 回 到 第 (2) 步 ， 再 根据 已 得 的 矩阵 4 
算出 新 的 聚 类 中 心 ， 重 复 做 第 (3 及 (4) 步 。 

其 中 是 根据 问题 的 需要 选取 的 一 个 小 数 (e 可 取 为 
10 2,10"2, 10 等 )。 

通过 以 上 步骤 得 出 最 佳 软 划 分 矩阵 后 ， 我 们 常常 还 要 求 
得 相应 的 硬 划 分 。 这 有 以 下 两 种 方法 可 循 。 

方法 一 ， 直 接 方 法 。 

即将 4 中 每 一 列 的 元 素 中 最 大 者 取 为 1， 其 余 取 为 0. 这 
实际 上 就 是 将 样本 划 归 隶属 度 大 的 那 一 类 。 

例 7.3.2 
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pe 0.8 0.3 0.15 0 0.6 
HU=|0.7 0.05 0.5 0.1 0.3 0.? 
\0.2 0.15 0.2 0.75 0.7 0.22 


| 
1 


对 应 的 硬 划 分 矩阵 是 
“0010001) 
mr 101000| 
00011 0， 


从 而 将 样本 分 为 三 类 ， {xisxs}, {x2,Xe}, {xssXs} 
方法 二 : 二 次 分 类 法 。 
将 样本 逐个 与 聚 类 中 心 相 比较 ， 看 它 与 哪个 聚 类 中 心 最 
接近 就 属于 哪 一 类 。 即 若 
和 


则 x， 属于 第 1 。 类 。 

一 般 说 来 ， 以 上 两 种 方法 所 得 到 的 结果 是 基本 一 致 的 。 

我 们 上 面 介 绍 的 这 种 方法 要 事先 知道 分 类 的 类 数 c， 如 
采 所 确定 的 分 类 数 不 合理 ， 那 么 也 就 不 可 能 有 合理 的 分 类 ， 
因而 就 要 重新 确定 类 数 ， 重 新 计算 。 在 这 一 点 上 它 是 不 如 利 
用 不 分 明 等 价 关 系 所 进行 的 分 类 。 但 是 它 可 以 得 出 率 类 中 
心 ， 这 往往 是 我 们 所 需要 的 。 因 此 ， 两 种 方法 各 有 优点 ， 应 
视 具 体 问题 的 差异 选择 方法 ， 才 能 获得 满意 的 结果 。 另 外 ， 
软 划 分 求 聚 类 中 心 的 计算 量 较 大 ， 往 往 得 上 计算 机 。 

例 7.3.3 

我 们 下 面 用 一 个 假想 的 数据 结果 进行 F 案 类 ， 以 说 明 上 
述 方法 。 

设 样 本 集 四 ={ 人 xi xz Xa x4， Xs，Xxs}， 每 个 样本 测 
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量 了 两 个 指标 ， 具 体 数 据 如 下 ， 


二 二 

万 ， x X 3 X3 和 4 Xs Xi 
1 | 1 2 5 7 9 10 
2 0 2 4 8. .7 9 


先 用 下 聚 类 法 中 的 软 划分 法 计算 最 佳 划 分 和 手 阵 及 聚 类 
中 心 。 2 
1” 给 出 初始 划分 窍 阵 To。 取 硬 划分 ， 
vo=| 1 0 0 0 | 
001 1 1 12 
得 到 Gi: {xisx2}, G2: {xasXssXsXe} 
2" 求 聚 类 中 心 Vi V,s 
由 公式 (7.3.5)， 得 


Vi = 3 7 三 1， 
Vai=7.75; Vy=7, 
1.5 


从 而 


3” 计算 浙 的 划分 定 阵 ， 
先 计算 第 个 样本 与 第 i 类 间距 离 dj;，i= 1,2; 


=]，2，…，6。 共 有 12 个 数据 。 它 们 是 
da 1 118; di = 0,724; 
di =1.118, d,, =7.620, 
dis= 4.610, d,s = 4.070, 
Hi 905, 六， 
d1s = 9.605, das 1118; 


die = 11.673, 


Us 二 3。 010。 
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再 由 ik 公式 算得 软 划 分 矩阵 i 其 中 
dis 2/ (m-1) -1-1 
rn [ Ca) | , 
这 里 取 m=2， 计 算 结 果 列 为 矩阵 . 
jn | 0.986 0.979 0.438 0,019 0.013 0.062 T 
0.013 0.021 0.562 0.980 0.987 0.938 
4” 检查 结果，max{|k;; 一 ;1} 是 否 小 于 ,这 里 取 
e=0.1。 不 难看 出 ， 当 i=3，j;7=1,，2 舍 max{|10.438 一 0|+ 
<<0.1 就 不 成 立 。 因 此 需要 返回 到 2° 重新 计算 下 ,。 
2"” 以 Ki 和 VV; 的 公式 计算 了 ; 和 矩阵， 
(1) _F 1.82 (2 _「 8.66 
人 1.27 | ee Ei ] 


9 


其 中 v11=[(0.986)?+2(0.979):+5(0.438)? 
+7(0.019)2+9(0.013)2+ 10(0.062)2] 
+[(0.986)?+ (0.979)? + (0.438)? 

+ (0.019)?* + (0.013)? + (0.062)?] 
= 3.890786 + 2.126855=1.829 

同 理 算出 其 它 的 Vs，Vi1，YV22。 

3"，” 计算 新 的 划分 矩阵 4“* :用 (7.3.6) 可 得 距离 矩阵 

D= La.,.:: 


| 1.51 0.75 4.19 8.49 9.19 11.25 | 
10.76 8.68 5.11 1.72 0.66 1.97 
于 是 将 di 代入 Lis 的 计算 公式 ， 得 新 的 划分 矩阵 52: 
a -=[ 0.98 0.99 0.59 0.04 0.01 0.03 ] 

0.02 0.01 0.41 0.96 0.99 0.97 J, 
4"， 检查 magft1at3 一 ki |} 是 否 小 于 0.1. 事 实 上 > 
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1 一 =0.15 之 0.1， 故 仍 需 返回 第 二 步 ， 重 新 计 算 
聚 类 中 心 。 下 面 重 复 以 上 手续 。 
2* 重新 计算 来 类 中 心 ，V 和 1? ,V4 


,fT 2.04 ,fF 4.88 
a 1.47 | y: | 7.76 | 
3"2。 计 算 相应 的 划分 矩阵 ， 为 此 计算 出 距离 矩阵 ， 


dig Xl NX» X 3 Xs XB 6 


me 


Vl? 1.47 0.53 3.89 5.58 8.89 10.96 

7 1 7.48 8.67 5.12 1.5 0.92 1.96 
从 而 得 软 划 分 矩阵 ks 如下， 

[ 0.96 0.99 0.63 0.07 0.01 0.03 ] 
0.04 0.01 0.37 0.93 0.99 0.97 
4"2。 对 于 给 定 的 e=0.1， 有 maxf1p 和 5 -pf | }< 

0.1，(z=1，2; 1=1，2，…，6。 从 而 得 到 c= 2 时 的 最 佳 
分 类 ， 


《3) 一 


G1={0.96/x1, 0.99/x:, 0.63/xs, 
0.07/xs, 0.01/xs, 0.03/xs}; 
GG, = {0.04/x1, 0.01/x.,» 0.37/xs, 
0.93/x4,» 0.99/xs, 0.97/xe}。 
于 是 分 类 结束 。 相 应 的 硬 分 类 矩阵 为 


1 11000 
| ] 
000111 


故 
GI= {xi1, X29 Xxs}, 
G, = {x,, X65s Xej。 


通过 这 个 例子 ， 我 们 可 以 看 出 软 划 分 这 一 聚 类 法 的 计算 
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步骤 ， 并 且 计 算 中 的 循环 次 数 与 选 定 的 精度 。 有 很 大 关系 ， 
z 小 则 循环 次 数 多 。 在 给 定 s 的 情况 下 ， 若 初始 矩阵 选择 得 
好 ， 如 该 例 中 就 将 xl1。，x:， xs 分 为 一 类 ，x,， Xs， Xs 为 另 
一 类 ， 则 很 快 就 会 得 出 软 划 分 阵 ， 从 而 得 到 最 终 软 分 类 。 


$4 不 分 明 PFS 育 类 法 

从 第 三 节 介 绍 的 硬 划 分 或 软 划 分 均 可 看 出 ， 聚 类 过 程 工 
作 量 是 相当 大 的 。1979 年 Vogel 和 Wrong 提出 PFS 聚 类 法 ， 
1985 年 张 伟 提 出 不 分 明 PFS 篆 类 法 (L36][38]). 现在 介绍 
这 些 方法 。 

7.4.1 PEFS 珍 类 法 

PFS 一 词 是 *“ 伪 FF 统计 ”的 英文 Pseudo FF Statistic 
的 缩写 。 

设 样本 集 生 ={ 人 xbp X22»> “多 Xn}s n 为 有 限 数 ， 每 个 样 
本 仅 测 量 了 一 个 指标 ， 即 该 变量 是 一 维 的 。 现 在 将 其 分 为 c 
个 类 ，G，G:，…，G。。 记 2 为 第 i 类 (Gi) 的 中 心 。 从 
而 样本 x 与 2; 的 距离 平方 和 为 

S35= 2 pinlxs— ri)? (7.4.1) 

1 一 1 一 1 
它 反 里 了 所 有 样本 到 它 所 属 类 的 聚 类 中 心 的 距离 平方 和 ， 为 
类 内 样本 散布 矩阵 的 表示 式 。 同 样 考虑 该 变量 样本 的 类 间 、 


混合 散布 矩阵 的 表示 式 分 别 为 
> > (7.4.2) 
一 一 
S+ = 之 > ninxi. (7.4.3) 


i=lh=1 
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其 中 4 的 取 值 由 下 式 决 定 。 
0， Xh 和 Ci 
is=1{ 


1, x ECG (7.4.4) 
有 了 这 些 准备 ， 我 们 可 以 证 明 下 式 成 立 : 
CS) =t(S5)》 十 上 (3Sv) (7.4.5) 


其 中 +,(。) 表 示 惩 阵 ， 之 迹 ， 即 息 阵 。 主 对 角 线 元 素 之 和 。 
由 此 ， 对 于 该 变量 样本 可 定义 下 统计 比率 如 下 ， 


trCS8)(n— Cc) 


FS = .C81 (7.4.6) 
如 果 样 本 的 变量 不 是 一 维 的 而 是 乡 维 的 ， 即 
及 ={xXioyXa，…Xn (7.4.7) 


Mk = (Xil9MXh2y…35Xhp)》 sR=1,2,.,n. 
其 中 “′ ?表示 转 置 。 现 要 分 为 c 类 ， 相 应 的 聚 类 中 心 为 了 i， 
1I 二 1，2，…，C: 

天 ;=《7iiyyi2y…wy7yip) (7.4.8) 


象 一 维 情形 那样 ， 引 入 类 间 、 类 内 及 混合 散布 矩阵 S$，5% 及 
}， 其 表示 式 为 


SB= 六 六 和 (7.4.9) 


了 一 


多 = > Dslxs— V(x) (7.4.10) 


mm 1 


SS (7.4.11) 


ss=1-1 


仿 FS 的 定义 ， 对 于 2 维 情形 定 浆 伪 五 统计 比 为 
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= c) 


至 此 ， 我 们 引出 了 PFs. 
不 难 证 明 ， 对 任意 维 数 的 变量 样本 总 有 
tr(S7)= tr(Sw)+tr (Sa) (7.4.13) 

另外 ， 从 PFS 的 定义 可 以 看 出 ， 当 c 固定 时 ， 若 要 PFS 最 
大 ， 必 须 t:(S#) 为 最 小 。 我 们 知道 , 对 于 硬 划 分 或 软 划 分 来 
说 ， 若 能 使 t(#) 达 最 小 ， 则 对 应 的 分 类 结果 , 一 般 说 来 是 
人 令 满 意 的 。 

当 c 由 小 变 大 时 , PFS 值 可 能 在 茶 一 c 值 取得 最 大 值 。 
这 正 是 我 们 所 要 寻找 的 最 佳 分 类 数 。 因 为 PFS 值 大 ,意味 着 
各 个 类 目 身 很 紧 姿 ， 但 类 间 却 是 清晰 可 分 的 ， 
因此， 如 果 分 类 结果 具有 这 些 性 质 ， 那 么 此 结果 一 定 是 
合理 的 。 

7.4.2 不 分 明 忆 1S 聚 类 法 

由 于 不 分 明 聚 类 问题 中 ， 已 无 明确 的 类 内 、 类 间 概 念 ， 
因此 象 硬 划分 与 软 划 分 的 区 别 那样 ， 将 PFS 聚 类 法 过 渡 到 
不 分 明 情 形 。 对 于 p 维 变量 样本 集 和 及 聚 类 中 心 同 式 (7)(8) 
表示 的 一 样 。 仿 照 (9)--(11) 式 ， 引 入 不 分 明 类 闻 、 类 内 及 不 
分 明 混 合 散布 矩阵 Sasr，Sr 及 Sr， 其 表示 式 如 下 : 


SBp= DERAZ (7.4.14) 
j=1=-1 
DD (xe—V;)’ (7.4.15) 
i=li 和 =1 
S¥F = DP 大 和 下 (7.4.16) 
j=1 =i 


*» 226。 


其 中 的 m， 取 值 范围 为 C1,%)， 其 作用 是 为 了 如 强 样 本 对 于 
各 类 的 隶属 对 比 度 。 而 4,。 是 第 个 样本 隶属 于 第 i 类 的 隶 
属 度 ， 取 值 于 [50,1]. 
不 难 证 明 ，S8r，S8r 及 Sts 之 间 仍 存在 如 下 的 关系 : 
t,(SPp)= tr (SSp)+ tr (Sr). 
类 似 地 ， 我 们 定义 “不 分 明 伪 FF 统计 比率 ”如 下 ， 


本 tr(S$p)(n—c) 
ct ， 


当 c 取 不 同 的 值 时 ，F~PFS 值 也 将 不 同 。 且 在 c 取 某 个 
值 c。,: 时 ，F-PFS 达到 最 大 值 。 此 时 c。** 即 为 最 佳 分 类 
数 。 但 要 求 得 c。,:， 则 仍 需 就 2 二 cn-1 值 计算 F-PFS 
值 ， 从 中 选 最 大 值 相应 之 copt。 

关于 了 ,的 选择 ， 文 中 认 为 将 Bezdck 提出 的 软 划 分 中 
所 选 之 V; 及 Ais 移植 过 来 。 即 


3 
(Lig) 
和 一 1 
ZiR 一 一 二 一 
> (a ) 
i 


其 中 dis= xs —Vsll, i=1,°,C; R=1,2,.. ,7. 
在 此 d=[ Dre): ]. 


有 了 以 上 的 介绍 ， 我 们 不 难 进行 对 闷 聚 类 了 。 下 面 给 出 
计算 的 具体 步 又， - 
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1 给 出 样本 集 卫 = {x1， X29 …9 Xn}s 且 
Xh= (Xh19X829 9Xhp)s R=1,2,..,n, 

2” 给 出 c 的 取 值 范围 ，2 委 c 委 ”一 1。 

3" 给 出 初始 分 类 方案 CLMO。 它 可 以 由 软 划分 得 出 ， 
亦 可 人 为 给 定 。 

4” 计算 了 ii=1，2，…， C， 

5” 计算 t:(Sr) 及 ti:(SzpF) 之 值 。 

6” 计算 di 及 Lis， 7= 1 ， 2，…，c R=1I，2，…， 
n。 得 到 新 的 分 类 方案 CLM. 
”7 比较 CLM 和 CLMO。 如 果 ilCLM~CLMOI 人 ele 为 
事先 给 定 的 一 个 小 正 数 )， 则 往 下 执行 ， 否 则 返回 到 4 ”。 

8” 计算 F-PFS 之 值 。 

9” 令 c 增 加 到 c+1， 如 果 c 委 caasz， 则 返回 到 3°, 否 
则 停止 。 

以 上 步骤 可 以 用 计算 机 进行 。 文 [36J 给 出 其 框图 及 一 个 
例子 ， 说 明 方 法 的 有 效 性 。 

设 样本 集 X= {xisXx2 ,Xi EGR， 具体 数据 列 于 表 1 
《 表 中 数据 扩大 了 100 倍 ): 

表 1 


| 95|93j9192|85lselsa 81 20 18 | 22 | 19 
2 |5458|6157|48s|5ol51| 49 60 | 57 | 61 |56|55,52|54 
3 ls8|40l42l43|35l36l38 37 -10-13 -15|-16 10 | 08 | 05 
4 |20125|27|23|28|22|24| 29， 55 | 53 | 51 | 56 50 


计算 中 取 ce 的 最 小 值 为 2， 最 大 值 为 8， 初始 分 类 通过 
。228 。 


不 分 明 系 统 篆 类 法 获得 。 表 2 列 出 了 各 个 c 值 所 对 应 的 F- 
PFS 之 值 . 
可 见 当 c= 4 时 ，F-PFS 为 最 大 。 故 c= 4 为 我 们 所 寻求 


表 2 

C | 2 | 3 4 5 6 7 8 
RAR 

F-PFS | 80 py en 1719 | 1576 | 1473 | 1315 
的 最 佳 分 类 数 。 此 时 对 应 的 不 分 明 分 类 结果 列 于 表 3 。 

表 3 
Hig 1 x NX3 Xa Xs So Xm Xa 
G1 | .800 .986 .891 .964 .052 .133 .054 .069 
G2 | .190 .013 .102 .034 .944 .862 .943 .924 
Gs | .004 .000 .003 .001 .001 .002 .001 .003 
G4 .006 .000 .004 .001 .002 .003 .002 .004 

| 
Higk 党 3 X18 X11 X12 X13 X14 X15 
eA 002 .001 .002 .002 .008 001 .004 
和 .002 .001 .003 .002 .oil .002 .006 
Gs | .905 .989 .965 .972 .051 .013 .048 
G: .031 .009 .030 .024 .930 .984 .942 


取 每 列 中 的 最 大 隶属 度 为 1， 其余 均 为 0， 则 得 相应 的 
硬 划 分 结果 。 它 把 上 面 的 15 个 样本 分 成 如 下 四 类 ， 
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1s {x1s X29 3» wi 
GG,s {x Xes Xr Xe)s 
Gss {xo， X109 11》 X12}, 


Gus {x13, X149 X15}。 


攒 直观 就 可 知道 ， 该 分 类 结果 是 十 分 合理 的 。 


$35 补 记 


设 样本 集 义 = {x1!，…，xs}， 现 将 其 按照 某 种 意义 下 的 
关系 分 为 几 族 G1，G;，…，G。， 使 得 
(jG;=X, Gi{\lG;= 0, 1 庆 }， 
) 一 1， “yg Ce 
这 种 族 称 为 类 ， 而 把 和 分 为 类 称 为 聚 类 。 这 里 事先 没有 什么 
可 供 参 考 或 依循 ， 要 说 有 ， 只 能 是 样本 之 间或 其 特性 之 间 的 
某 种 关系 ， 但 对 G; 却 一 无 所 知 。 如 何 合理 的 分 类 ， 这 就 是 
聚 类 分 析 。 关 于 通常 的 聚 类 分 析 ， 已 恕 前述， 内容 十 分 广 
泛 ， 而 利用 不 分 明 关 系 进行 聚 类 不 过 是 近 十 多 年 的 事 。1970 
年 有 人 给 出 用 c 个 不 分 明 集 合 来 划分 X 的 方法 ， 引 入 表示 素 
类 好 坏 的 评价 函数 ， 从 而 找 出 使 该 函数 达 最 小 的 这 c 个 不 分 
明 集 。1974 年 Dunn 及 Bezdek [39,40] 解 决 了 不 分 明 分 类 
的 最 优化 问题 。 而 聚 类 的 有 效 性 问题 ， Bezdek (1975)， 
Widham(1981)，LIU LaFu(1984) 又 进一步 作 了 研究 [41， 
421]. 
关于 X 上 一 个 不 分 明 集 4, 如 何 对 它们 进行 分 类 的 问 
题 ， 也 有 多 人 对 此 进行 研讨 。 这 种 问题 往往 是 将 4 中 所 含 的 
样本 分 到 己 知 入 确 定 的 几 个 类 中 。 按 一 般 认 识 ， 它 属于 模式 
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识别 问题 ， 这 里 就 从 略 了 ， 可 见 [43]， 
来 类 分 析 与 模式 识别 之 间 是 有 差别 的 ， 但 彼此 之 间 又 有 
所 联系 ,虽然 理论 方面 尚未 完备 , 却 有 着 广泛 的 应 用 和 广阔 的 
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